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offenes Intervall: (a,b) :={x € R:a <z < b}
abgeschlossene Intervall [¢,d] ;= {z € R: ¢ < z < b}

Symbole
VvV  oder 3 es gibt... v fiir alle
A und 3! genau ein = immer gleich
—  nicht 4 kein = definition

Kreis

Fliache: A = 712 Umfang: U = 27r

Gleichung: (z — 20)? + (y — y0)? = r? od. kompl.: |z — zm| =71
Ellipse
2

Kurvengleichung: 272 +¥% =1
a, b: Halbachsen (halber "Durchmesser")
Kugel

4
Volumen: V = gm"?' Oberfliche: A = 4772

Gleichung: (x — x0)2 + (y — ¥0)% + (2 — 20)% = r?
Kegel

Oberfliche: A = wr? + 7rv/h2 + 12
—b+ Vb2 — dac

2a

1
Volumen: V = grrr2h

Mitternachtsformel 1,2 =

Ebenengleichungen
Allgemein:
a-x+b-y+c-z=d

Falls keine Ursprungseben

z Y

—+ =+ —

To Yo 20

wobei zg, Yo, zo die Achsenschnittpunkte sind

Direkter Beweis Einfach zeigen
Indirekter Beweis —A ist falsch = A ist wahr
Kontraposition -B — -A < A — B

a

Normalvektor: 7=V f= | b
c

e (

{0,0,0} ¢ Ebene):

Vollsténdige Induktion Zu beweisen: Aussage A(n) fiir alle n > ng
Induktionsverankerung: Beweise A(ng) direkt. (einfache ng wéhlen)
Induktionsvoraussetzung: Nimm an, dass A(n) fiir ein n > ng gilt.
Induktionsschritt: Beweise A(n+ 1) mit der Induktionsvoraussetzung.
Daraus folgt dann A(n) fiir alle n > no.

U° oder U \ {0U}
ou
U° oder Ve € U 3 Ke(z) CU
U¢ =R" \ U ist offen oder 9U ist erhalten
Abgeschlossen und beschrankt

Inneres von U
Rand von U
Offene Menge
Abgeschlossene Menge
Kompakte Menge

Umgebung Kc(a), Kreis mit radius € > 0
Begriffe
Ein 2o € X heisst:
maz(X) Vz€ X :z < 2o, falls X offen, 3 maz(X)
sup(X) (kleinste obere Schranke®), falls X offen, sup(X) ¢ X

min(X)
inf(X)

Va € X : x > w0, falls X offen, # min(X)
(,,grosste untere Schranke®), falls X offen, inf(X) ¢ X
Folgerungen

Existiert maz(X), so ist sup(X) =
Existiert min(X), so ist inf(X) =

sup(@) = —o0  inf(2) =
sup( [nicht nach oben beschrankte Menge] ) =
inf( [nicht nach unten beschriankte Menge| ) =

mazx(X)
min(X).

oo
—00 .

maz{a + b, c + d} < maz{a,c} + maz{b,d} (a < maz{a,c}).

Jedes Intervall [a, b], [a,b], ]a,b] , ]a,b] fir a < b
hat Infimum a und Supremum b.

Die Teilmenge {% | » € ZZ'} hat Infimum 0, Maximum 1, aber
kein Minimum.

Es gelten die Folgende Aquivalenzen:
z<ye-—y< -z
Ve>0r<yoy <z !

Grundregeln Summen
q

q q q
i Fallsp>q:2ak:0 ii. Z(ak-l—bk):Zak—l-Zbk
k=p k=p

k—p
q q
ii. Zak—Zak—i—Zak firp<g<r iv.a~2bk:Za~bk
k=p k=q+1 k=p k=p
q q+r
v. Index verschiebung Z ap = Z ap—r
k=p k=p+r
Teleskopsummen

Z(ak —Qk+1) = Am — An+1

k=m

Eine Summe von Differenzen wird so umgeformt, dass sich je zwei
Nachbarglieder (ausser dem ersten und dem letzten) gegenseitig auf-
heben. Bsp.:

Arithmetische Summe

- n(n+1) =
Z k= — und Z(Qk —1) = n? (ungerade natiirliche Zahlen)
k=1 k=1

Geometrische Summe
Die Summanden haben die Form aj, = ¢*

n
1— n—+1
Falls ¢ # 1: qu i
k=0
n

Falls ¢ = 1: qu =
k=0

n n+1
Z _4-9 °

k=1

,mit k=1

1—g¢ 1-g¢

n+1
q

i. Fallsp>q:Hak:1
k P

iii. Hak bk —Hak ku
=p k=p

Grundregeln Produkte

ii. Hak 7Hak Hak fiirp < ¢ <

=p k=p k=q+1

Fakultét

Spezialfall: 0! =1
Gamma-Funktion: I'(«) == f0°°
I'n+1)=nlfirneN

te—le—tqdt (a>0)

Binominalkoeffizient
(a) _ ala—1)...(a—k+1)
Y =

E(k—1)..1
() =

k
Binomische Formel

k!(:ik)! =% = (
CERNLEDY (Z) "k b fiir alle n € 220
k=o0

(a £0)3 = a® £ 3a%b + 3ab? £ b°

Sei X eine Menge. Eine Metrik d: X x X — R ist eine Abblidung
(z,y) — d(z,y), die die folgende Eigenschaften erfiillt:

a € Ck e 2>

k) fir ganze Zahlen n > k >

0, () =1

1. Positiv definitheit: d(z,y) > 0 und d(z,y) = 0 genau dann, wenn
z=y.

2. Symmetrie: Fir alle z,y € X gilt d(z,y) = d(y, z).



3. Dreiecksungleichung: Vz,y,z € X gilt d(z,y) < d(z,z) + d(z,y).

(Euklidscher) Betrag

ol = lloll = y/af + - + a3 € B>

Eigenschaften
Fiir alle z,y € R™ und X € R gilt:
|z| =0 <= z =0 und |Az| = |A| - ||

Dreiecksungleichung

[z +yl < [=] + |y

(Euklidsches) Skalarprodukt

(z,y) =z1y1 + -+ + Tnyn € R™ fir zwel Vektoren z,y € R™

Eigenschaften

Fir alle z,y € R™ und X € R gilt:

(z,2) = |2[?,

Mz, y) = (Az,y) = (2, \y),

(z,y) = (y, ).

Sind ausserdem z,y 7# 0 und ¢ der Winkel zwischen ihnen, so gilt
(T, y) = |z| - |y| - cos .

Kreuzprodukt
a1 b1 a2bz — azbz
a x I;: a X b2 = a3b1 — a1b3
as b3 aiby — azby

(Absoluter) Betrag (Abstand des Punktes (z,y) vom Ursprung):
|2| = Vz -z = v/22 + y2 und somit auch |z|? = z -z = x2 + y?
Komplex Konjugierte

Z=c—iy=r-e %

Polarkoordinaten z=r-e¥

sonst: (Bsp.: -8 > r=8,0=180° =7 )

r = /x? 4+ y? und ¢ = arctan (£)

Polar — Kartesisch: z = rcosy, y = rsing

Eigenschaften
oac:Rez:z;FE o(%):(fi)
o y=1Imz=7"3% enta=a+2n
e 2cER<=2=72 ® 2] 20 =721 22
Z — 1_z _ =
¢ z=z .zizzfi|zz\2
| e’ = cos(t) + isin(t) | und | "W = ¢” cos(y) + ie” sin(y) |

Dreiecksungleichung
|z + 2| < |z] + ||

Vorgehen

1. Zahl in Polarform (r - €*¢) umwandeln (entweder direkt ablesen
oder mit Umrechnungsformel)

- pt2mk
2. | Yz= ¥r-e" = berechnen mit £k =0,...,n—1

3. Losungen wenn verlangt wieder in Normalform bringen

—_

. Alle Nullstellen bestimmen — n-te Wurzel einer Zahl berechnen

[\

. — Satz: Komplexe NST kommen immer komplex konjugiert vor!

w

. f(x)als (x —zo,4)  (x—x0,—) - (x —x1,4)  (x —x1,—) ... schrei-
ben und immer diejenigen Klammern, die zwei komplex konjugier-
te Nullstellen enthalten miteinander ausmultiplizieren —> alle i’s
heben sich gegenseitig auf!

Funktion fl@): X =Y,z f(x)
Definitionsbereich X =dom(f)

Zielbereich Y = range(f)

Bildmenge image(f) :={f(z) :z € X}

Signum-Funktion
1 falls z > 0 ist ,
=40 falls z = 0 ist ,
—1 fallsz < 0ist.

sgn: R = R,z — sgn(z) = %
Ab-, aufrundungsfunktion
ab: |z| :=max{k € Z: : k <z}
auf: [z] :=min{k €Z: k >z}

Eine Funktion f : X — Y heisst
ingektiv falls gilt: Vo, 2’ € X : f(z) = f(2/) = z =2’
surjektiv falls gilt: Vy € Y3z € X : f(z) = y,tmg(f) = range(f)
bijektiv

X X X

injektiv surjektiv bijektiv
monoton steigend falls aus z1 < z2 immer f(z1) < f(z2),
oder f'(z) >0
falls aus z1 < x2 immer f(z1) < f(z2),
oder f'(z) >0
falls aus 21 < @2 immer f(z1) > f(z2),
oder f/(xz) <0
falls aus 1 < 2 immer f(xz1) > f(z2),
oder f/(z) <0

streng monoton steigend
monoton fallend

streng monoton fallend

Eine Funktion f : R — R heisst

falls f injektiv und surjektiv ist. Hat ein Inversefunktion

gerade falls gilt: Vz € R: f(—z) = f(z)
(Spiegelsymmetrisch bez. y-Achse), Sei
ungerade  falls gilt: Vz € R: f(—z) = —f(x) et

(Punktsymmetrisch bez. Ursprung).
f:+ X — Y injektiv, f(x)=y, die Umkehrfunktion ist dann f~1 mit:
idom(f~1) =img(f) ii. range(f~1) =dom(f) ii.f 1(y)==

Definition
Die Funktion f heisst stetig in zg € X, falls gilt
Ve>038>0Ve € X : |z —xzo| <d = |f(z) — f(z0)| <e.
Stetigkeitsbeweis
Mit e — & krit: §(e) finden durch |f(z) — f(zo)] < € und dann
& — @0l < 6(e) = £(e)
Sonst man betrachtet eine Problemstelle xg und nihert diese von bei-
den Seiten an. Dann es muss existieren und gelten:

lim f(z) = lim f(z)= lim f(z) = f(z0) = f ist stetig!
@) x—)azg' T To
Lipschitz-stetigkeit
Die Funktion f heisst Lipschitz stetig in xg € X, falls gilt
|f(z) — f(z0)| < K|z — z0|Vz,z0 € X (D.h. endliche steigung)
Lipschitz-stetig =—> stetig
Komposition
Folgende Funktionen sind auch stetig:

e Polynome

e rationale Funktionen, wo der Nenner # 0

e trigonometrische und hyperbolische Funktionen
e Exponential- und Logrithmusfunktionen

Sind die Funktionen f: X — Y und g : Y — Z stetig, so sind auch

f+9,f =9 f-9, f/gfirg#0, fog=f(g(x)), [~ (x) stetig
Ist die Funktion f differenzierbar, so ist sie auch stetig.

Stetig: Grenzwert im kritischen Punkt muss existieren und gleich dem
Funktionswert sein. 2 Aufgabentypen. Dann miissen die Parameter
so gewahlt werden, dass die Gleichungen stimmen.

gi(x) firz <xo
fy =4t o
g2(z) fir z > zo
= stetig wenn: lim gi(z) = lim go(x)
Wobei hier natiirlich lim g1 (z) = g1(z0)
Tz
Typ 2
x) fiir x # xg
ﬂmz{“) e ?
a fir x = xo

—> stetig wenn: lim g(z) =a
T—xTQ

Wobei hier der Grezwert von g von links und rechts gleich sein muss.

Ist f auf [a,b] stetig, so nimmt f jeden Wert zwischen f(a) und f(b)
und sein Maximum und Minimum an einer Stelle in [a, b] an. Das Bild



von [a, b] ist abgeschlossen und beschrankt.

Eine Funktion die nirgends einen ,Knick® aufweist ist differenzierbar.
In jedem Punkt xzp muss der Limes der Ableitung von links dem
Limes der Ableitung von rechts entsprechen.

lim f/'(z) = lim+ ()

T—=T T—T

Punktweise Differenzierbar: Differenzenquotient im kritischen Punkt
muss existieren.

f'(z0) = lim

1@ = f(@o) _ | f(@o+h) = f(z0)

z—xQ T — x0 h—0 h

Typ 1
N
Fa) = {gl(x) fir z < xo

g2(z) firz > xzo
Fi(z) = g1/(x) fl}r T < T0

g2/(z) fir z > xo
Achtung jetzt beide Intervalle offen, fiir x+ = xo keine Ableitung.
Gehen mit Ableitungen von rechts und links in die Problemstelle
—> punktweise differenzierbar in z¢ wenn:

lim ¢1/(z) = lim go/(x)

Tz :v—mvg'
Wenn solche Funktionen differenzierbar, dann auch automatisch ste-
tig differenzierbar!
Typ 2

fz) = {
fr(z) = {91/(96) fiir 2 # 20

g(z) fir x # xo

a fiir x = zg

77?7 fiir x = xo

—> puntweise differenzierbar in xp wenn: lim 9(z)=9(z0)
T—xQ T—T0o
existiert.

—> stetig differenzierbar in g, wenn lim gi/(z)= a
Tr—xTQ

Ein eindeutig bestimmter Grenzwert yo wird geschrieben als
lim f(z) = yo.

T—TQ
f stetig in ¢ <=

Jim (@) = £(a0)

VORSICHT

»Der Grenzwert yo existiert* —> yg # oo und der rechtsseitige
Grenzwert ist gleich dem linksseitigen Grenzwert!

Einseitige Grenzwerte
Ist ein Grenzwert yg verschieden wenn man sich von rechts oder links
xo annahert unterscheidet man wie folgt:
rechtsseitiger Grenzwert: lim f(z) = lim f(z) =yo
ToT4 =Nz

linksseitiger Grenzwert: lim f(z) = lim f(z) =yo
=@, z xo

Grenzwert im Unendlichen Ist eine Funktion f(z) nach oben oder
unten unbeschrankt (D.h. N € R,Vz € X : < N bzw. 2 > N) und
néhert sich fiir x+ — oo einem Wert yo an, nennt man diesen einen
Grenzwert im Unendlichen.

Uneigentliche Grenzwerte
Bei einer Funktion f(x) die fiir x — zo gegen too strebt, nennt man
den Grenzwert bei xg einen uneigentlichen Grenzwert.

Niitzliche Grenzwerte fiir z € R

Jim (e f@) =c- lim f(z)
i, (75 0(0) = i 00) % i, o)
Jm (f(@)-9(@) = lim f(z)- lim g(z)

)

Jm (f@/g(@) = lm f(z)/ lim g(@), falls g(z) # 0
im f(g(e)) = f(mli)ngo 9(z))

lm i Tecks
z—0 L0 . . . . . .
 sin(ax) _ lim a® — ¢ Vergleichskriterium / Sandwichkriterium
lim == = a uma = 0 (Ja| < 1) Wir betrachten zwei Funktionen f,g: X — R"™:
lim ta% = 1 lim ¥a = 1 (a € RT) Ist |f(z)] < g(z) fiir alle  nahe zg, so gilt
z li =0 = 1 =0.
lim x sin — = 0 lim Vzk = 1 mg[;o 9(z) oc—l»n;o (@)
" Ist f(z) > g(x) fir alle  nahe zg, so gilt
lim —— = 2 lim ¥/z! = 00 lim g(z) =oc0 = lim f(z) = oco.
1—cosz T—TQ z—=z0
lim &=1 = 1 lim 22 = 0 (neN) Briiche
o L Dominanzen mit o > 1
lim /1 + = = € lim 5= = o0 Fiir: x — oo: log(log(z)) < log(z) < 2" < a®,e” < z! < &7
lim 12a (1+2) _ 1 limz(¥/a — 1) _ Ina Fiir: x — 0%: log(log(z)) < log(z) < m%
N f In (a) Wenn le (bzw. linb ) dann durch schnellste wachsende Term
. aT— _ . a\z _ a z—00 T—
lim &= - loga | lim(1+2) - ¢ (funktion oder Potenz) oben und unten teilen.
lim logzx = o0 lim(1 — &)@ — e—a
x
z—0t .
s log'Bx o>1041mes trennen — I
lim z%log” x = 0 lim ——— = 0a,BeRY: 1 (my _ i n(n—=1)..(n—k+1l 1 _ . e
z—0+ s z p Jim o () = Jim Ee...21 gn = lim il
iy logz _ ; _ Ly . 1(-1/n)..(a-E=1y k
Jim 25 U]t ertans 5 =t MO i 3 = -0
- Zusétzlich gilt: lim tanz , sinz , arctanz _, arcsinez _ |
x—0 x x x x .
- Man kann auch die Limes umformen, z.B.: ¢ Potenzreihe/Taylor ()
3 w39y Funktion der Form f(z) = gl( g Wenn fiir lim (Da den entwick-
lim e* =2 —1=2% -9 weil lim “5—1 =1 ) 92l z—0 o
=00 oo @9 lungspunkt oft 0 ist.). Fiir g1 (z)&g2(x) deren Potenzreihe einsetzen

= « Rechnen mit Grenzwerten

Wir betrachten die Funktionen f: X — Y und ¢g: Y — Z und den
Punkt z¢ mit zg € X\{zo}, so dass der Grenzwert yg = l_i)m f(z)
T—x(

existiert. Dann gilt, falls
Yo € Y und g stetig in yo: lim g(f(x)) = g(yo) = g( lim f(z)),
T—xQ T—rTQ
yo ¢ Y aber lim g(y) = 2o existiert: lim g(f(z)) =20 = lim g(y).
Y—Yo T—x0 Y—yo

Rechnen mit
Sinnvolle Berechnungen mit uneigentlichen Grenzwerten sind

T + 0o = o0, r — 00 = —00,
00 + 00 = 00, 00 - 00 = 00,
r-00 = oo fiirz >0, 0° =0,
r-00=—o0 firz <0, o0® =o0,
z T _

co T —oo  C

Sinnlose Berechnungen mit uneigentlichen Grenzwerten sind 0 - oo,
00 — 00, %, 09, 0o® und %.

Rechenregeln
Sofern die Grenzwerte von f(z), g(z) existieren und nicht +oco sind:

und Bruch vereinfachen.

e Exp-log
Funktion der Form f(x) = g(x)
lim g(x)"(*) = (AT @ g (96D
r—ra

Dann 1i_r>n h(z) - log(g(z)) 16sen und am schluss in e einsetzen
x a

h(z)

z) >0

e Substitution
Einseitige Grenzwert. Mit x — u(x), uo — u(zo™), g(u) = f(u(z))
lim f(z) - lm g(u)
T u—ug

e Erweiterung 3. binomische formel (Wurzeltrick)

. 5 _ 1 5 _ .\/:c'2+x+m
Jm (Va* +o—o) = lm (Va* +z-2) e

e Bernoulli de I’'Ho6pital
Sind f und g differenzierbar nahe zp und ¢’(z) # 0 und lim f(x)
T—x(

und lim g(z) beide gleich 0 oder beide gleich co, dann gilt
T—xQ

i@l F@ | s, 0,
2 g(a) o3t g/(a)




Gesucht ist y = pt + ¢ fiir eine Funktion f(¢).

und | g = lim f(t) -

— Analoge Berechnung fiir —oco

Theorie
2 Funktionen f, g sind zueinander asymptotisch fiir £ — co wenn gilt
Jim (g(z) — f(x)) =0

— waagrechte Asymptote

Wenn Grad(Zahler) < Grad(Nenner): Asymptote ist y = 0.
Wenn Grad(Zahler) = Grad(Nenner): Asymptote ist y = ‘;—", wobei
an der Koeffizient der héchsten Zahlerpotenz und b, der Koefﬁment
der hochsten Nennerpotenz ist.

— senkrechte Asymptote

Tritt auf bei Polstellen.

— schiefe Asymptote

Wenn Grad(Zahler) = Grad(Nenner) +1: Mit Polynomdivision 16sbar.

Eine Menge X heisst beschrdnkt, wenn alle ihre Elemente einen Wert
¢ nicht iiber-/unterschreiten.

Eine Funktion f auf X heisst beschrinkt, falls f(x) einen Wert ¢ fiir
alle € X nicht tiber-/unterschreitet.

Kompaktheit
Jede abgeschlossene beschrankte Teilmenge von R™ heisst kompakt.

Satz
Fiir jede auf einer kompakten Teilmenge X C R™ definierte stetige
Funktion f: X — R" ist die Bildmenge image(f) C R™ kompakt.

Folgerungen

Die Funktion f ist stetig und hat endlichen Grenzwert fiir x — co —
f ist beschrankt.

f auf kompakter Teilmenge definiert und stetig = f ist beschréankt.

Divergenz: oszillieren oder streben gegen plus/minus Unendlich.
Uneigentliche Konvergenz: streben gegen plus/minus Unendlich.
Konvergenz: streben gegen einen bestimmten Wert.
Absolute Konvergenz: Y 2 ay heisst absolut konvergent
> rep lak| konvergiert.

Eine (unendliche) Folge in X ist eine Abbildung Z2° — X,k + x.
(Der Laufindex kann irgendwo beginnen.) Alternative Schreibwei-
sen sind: (zx)52, oder (z)k>0 oder (zo, 21,22, ...).

Eine Folge in R ist monoton und beschriankt = sie ist konvergent.
Alle Regeln fiir Grenzwerte konnen auch fiir folgen angewendet wer-
den. Ziizatzlich gild

Cauchy-Kriterium

Falls nli_)moo lan — an+t1| # 0, an divergiert. (Reicht nicht fiir Konver-

ad

genz)

Eine (unendliche) Reihe ist ein Ausdruck der Form } 77 jaj oder
> k>0 @k mit ai € C™. (Der Laufindex kann irgendwo beginnen.)

‘Wert
Strebt die Reihe fiir & — oo gegen eine bestimmten Wert oder +oo
nennt man dies den Wert der Reihe und schreibt ihn wie folgt:

0o k
o= ()
k=0 k=0

Geometrische Reihe
g€ Cmit |¢g] <1 <= konvergiert die Reihe, mit Grenzwert

k=0 q k=0 1 —q
Riemann’sche Zetafunktion
S Konvergiert, falls s > 1
Z e Divergiert, falls s <1 mit s € R.

Harmonische Reihe (grenzfall), falls s =1
Binomische Reihe

Der wverallgemeinerte Binomialkoeffizient ist fiir alle o« € C und
k € 720 gegeben durch

((I:) — a(a—1)...(a—k+1)

k(k—1)...1
und die binomische Reihe durch: i (a) . 2P
k=0 k

. Umformung

fiir alle o,z € R mit |z] < 1

5 ()= oy
k=0

Bernouillsche Ungleichung: Sei z > —1: (z4+1)" > 1+4+nz Vn €N

V1

e Mit bekannte Reihen verleichen (gleich || nach umformungen)

o Nullfolge-Kriterium
Damit ein Reihe konvergieren kann muss die Folge konvergieren:

hm ap = 0.
k— o0

e Leibnitz-kriterium, Alternierende Reihe
Seien ¢, Elemente einer monoton fallenden (cg+1 < ¢x) Nullfolge:
i. lim c, =0 (Nullfolge)

il |Ck+1 | <1 oder & Ck <0 Vx>0 (Monoton fallend)

— Zk:o( 1)key konverglert

Achtung: Durch Umordnen unendlich vieler Glieder einer nicht ab-
solut konvergente Reihe veréndert sich manchmal das Konvergenz-
verhaltender Reihe.

e Majorantenkriterium (Vergleichskriterium oben)
Gilt |ag| < |bg| fir (fast) alle k und ist Y2, by, eine bekannte kon-
vergente Reihe, so ist 72 aj absolut konvergent. Man kan 1 oder
mehrere Dinge abschétzen, gut zu abschitzen sind sin und cos.

Gilt |ak\ > by fir (fast) alle k und ist Zk ~ o bx eine bekannte di-
vergente Reihe, so ist D> 72  ag divergent.

e Quotientenkriterium (gut fir Fakultdten)

o oo konvergiert absolut, falls ¢ < 1
q = lim kil Z a § divergiert, falls ¢ > 1
k—o0 Qg .
k=0 keine Aussage, falls g =1
e Wurzelkriterium (gut fiir Potenzen)

o konvergiert absolut, falls L < 1
L = limsup {/|ay]| Z ap  divergiert, falls L > 1
ke k=0 keine Aussage, falls L =1

Im Folgenden konvergiert die rechte Seite genau dann bedingt oder
absolut, falls es die linke Seite tut. Folgende Umformungen sind mog-
hch

i. Zak_ao+ -t an— 1+Zak
ii.c-zak:ank
iii. Zak—i-Zbk—Z ay, + bi)
k=0
Fiir ak,bk GRund ap < by fur alle k:
1V.Zak Zbk
k=0

Desweiteren (fiir alle absolut konvergenten mehrfachen Reihen):

v Zi“’%l _Zzakl —Ziakm,k

k=01=0 1=0 k= n=0k=0
(Zak> (Z l) ZZakbl = ZZakbl =
k=0 1= k=01=0 1=0k=0
Z Z agbn_k
n=0k=0

1. Muster erkennen und mit Summenzeichen hinschreiben
2. Summenformel anwenden — Reihen — Geometrische Reihe

Hint: Formel kann auch abgeleitet verwendet werden!

- q 2 gh q (1+q)
k-qk = — k LCH . A
,;) (1-q)? Z —q)3
[ o0 o0
Bps 5 heat = a1 b - £ f = (£ o) - g -
=0 k=0 k=0 9 \k=0 a
d (. S k) _ 1 _d(a)_ 1 _ _ g4
dq <q kZ::oq ) 1—g = dg (1—q) 1-—¢ =" 7 (1-9)?



Taylorreihe in Punkt 0, Ausdriicke der Form:
oo

= Zakzk :ao+a1z+a2z2 + ...
k=0
mit {ak € R heissen reelle Potenzreihe in z
arp € C  heissen komplexe Potenzreihe in z

Konvergiert eine Reihe an einem Punkt p, konvergiert sie auch
an jedem anderen Punkt, der ndher bei Null liegt als p.

Vorgehen

=

. Uberpriifen ob Reihe nicht unendlich viele Nullglieder hat, sprich
ob 2™ steht und nicht 3" oder so.
(Bei z.B. 23" Substitution y = 23, bei 22" funktioniert Sub-
stitution nicht!!! = vergleichen mit bekannten Reihen und
Majoranten- / Minorantenkriterium anwenden)

[\

. Wurzel- bzw. Quotientenkriterium anwenden

w

. Falls Substitution bei 1) jetzt riicksubstituieren und Radius be-
rechnen

Quotientenkriterium ‘Wurzelkriterium
i 1 1
p = 11m p=—=—""F—
k—roo | agt1 L limsup {/|ag|
k—oo

(lim sup ist der “grosste” Grenzwert, d.h. bei alternierenden Reihen:
Fallunterscheidung; den grosseren der erhaltenen Konvergenzradien
nehmen!)

Bsp. Substitution:
1

5k+2k

Berechne Konvergenzradius von E a3k

1. Substitution y = x3
2. Konvergenzradius mit y berechnen, hier: 2
3. Riicksubstitution fiir z: p = ¥/2

Konvergenz / Divergenz

| >p —  divergiert

¢ <p —  konvergiert

lxl=p — Rand des Konvergenzmdius / keine Aussage
1

Typische Aufgabe zu |z| = p: Z —_ "

0l+n-3"

e p =3 = Die Reihe konvergiert fiir |z| < 3.
e |z| =3 = Rand des Konvergenzradius. Speziell betrachten!

Gibt es Punkte auf dem Rand des Konvergenzradius, fiir die die Reihe
konvergiert?

e Punkt fiir z wéhlen, so dass Reihe alterniert: x = —3

e Satz der alternierenden Reihe anwenden:

oo
Z(—l)"cn konvergiert <= lim ¢, =0

Satz
Die Taylorreihe von f bzgl. der Stelle xg ist die Potenzreihe in x —xo.

ihe: — 3= 9%(0) k
Taylorreihe: g(z) = w2 (z — o)
k=0 ‘

Taylorpolynom: Endliche Taylorreihe. D.h. ein Approximation der
funktion f in entwiklugspunkt zg, mit Ordnung n.

f( )_Zf (WO)

_ mo)k

Der n-te Restglied R;‘O ist der Fehler der Approximation n-ter Ord-
nung in xo. | Ry, f(x1)| ist den Abstand mit die tatsétzliche Wert von

f(z1).
fz) =13, f(z) + Ry, f(z)
<n+1>
RE f(z) = f(Tl)(F) (@ — zo)" !

Bei einer rationalen Funktion:
1. Partialbruchzerlegung

2. Einzelne Briiche so umformen, dass man Formel anwenden kann:

1 = /1\* X
=i > (g) (z —a)
@® k=0
Anwendungen der Formel:
1
= Z x2F fiir |22| < 1 oder auch

1— 22
1

=0
(=1D)kzk fiir |z < 1

1 2 (0)" =2 |
—_— = —ol— — |-| <1 mit p=1
- (%) 2o c g

c

1 i k sz\k—1
ﬁzz,(,) <:>’i‘<1 mit p =c
c(l—f) k=1 ¢ € ¢

c
Wichtige Umformung fiir anderen Entwicklungspunkt:
1 1

[
=Y (z—-DFfir|z—1] <1

2-2 2-241-1 1-(z2—1)

k=0
3. Fertig, wegen Satz (oben).
Beispiel -
% = ’”22—(1—x) = %1_(1_%) = %nzzzo (-3)" =
2 5 Glan = 5 G
n=0 n=0

Bei einer Wurzel:
Term umformen, bis man Umformung bei — Binomische Reihe ver-
wenden kann.

Bei sin, cos, sinh, cosh und exp:

1. Einsetzen der bekannten Potenzreihen fiir die jeweilige Funktion
(stehen unter — Potenzreithen — Exponentialfunktion / Trigono-
metrische - / Hyperbolische Funktionen)

2. Koeffizienten zusammenfassen / zusammenschreiben

1
Beispiel: Schreibe x - cos(z) + — - cosh(z) in Reihendarstellung:
T

oo —_1)". 2n+1 1 %) 2n—1
xz-cos(z) = >, ()" -2 und — - cosh(z) = >, i
n=0 (2n)! T n=o0 2(2n2! .
1 0o 1" n+ n—
Zusammen folgt: z-cos(z)+ — -cosh(z) = Y ()" -2 te
T n=0 (2n)!

Sonst

Brute force: Ein paar ableitungen rechnen und schauen ob es immer
das gleiche passiert.

Oder wichtige Reihen anschauen.

Bsp.: Taylorpolynom von e” -sin(z) mit 5. Grad um zg = 0 berechnen.
Ansatz Brute Force:

1. 1. bis 5. Ableitung berechnen

2. In Formel — Taylor-Aprozimation — Taylorpolynom einsetzen

Ansatz Potenzreihe:

1. Fir e* und sin(z) die jeweiligen Potenzreihen bis und mit 5. Grad
(oder bis wo auch immer gesucht ist) hinschreiben

2. Ausmultiplizieren (alles was den gesuchten Grad (hier 5.) tber-
steigt gerade weglassen)

Ansatz Koeffizientenvergleich

Bsp.: Die ersten n Glieder von berechnen.

cos(x

- cos(z) = 1 verwenden
cos(x)

2. Links Polynom mit Unbekannten hinschreiben, rechts die jeweilige
Potenzreihe:

2 4
(1+a2x2+a4x) (1—%4—;—4) =1

3. Ausmultiplizieren
4. Koeffizientenvergleich

Restterme angeben
Potenzreihe bis Glied vom Grad n:

IMMER SO: T;Of(x):ao—i—al~:c+-~~+an~x"+



Standard
(1I4+z)*=1+az+ a(a Vg2 ..
B oo 2n+1 3 5
i _ (efoeTi) e P _F T T
sin(z) = L5 —HZO( Vo~ st
221 0 2 4
_ (elm+e_lm) _ i _ = T
cos(x) = §£I< @l ozt T
tan(e) = 52 =+7—+ P et el
COt(Ilf) = ta}lw = zi)lf;:
p2n+1 3 5
. _ (e"=eT?) _
sinh(z) = =) = —isin(iz) = Z < (2n+ 1) tyta
h _ —xT
tanh(z) = sinh(z) = e
cosh(x) e”” + 6_
2 4

cosh(z) = er) = cos(iz) =

42
Z Tyt T
arsinh(y) = log(y + v/v2% + ), arcosh (y) = log(y + Vy%2—1),

artanh(y) = % log i*’—y
ook . 'l
- z° z oz 2 ..
e—expz—zk'—1+z+2+6+24+ fir z € C
Fir allexElet |x|<1g1lt
2 3 4

log(1 + z)

Z( 1) k+1$

Im Quadrat

x X X
.
TSty Ty

) 4 6 10
[sin(z)]? = 2? — % +424L5 — 3t 12;175 ( 11)
[cos(2)]> =1 —a? + & — 2 + 5 — {5 + 0 (aM)

1382210 11
+ 4175 +O(x )

o Periodizitat
sin(i) = — cos(ip + &)
sin(¢) = sin(p + n - 2m)
tan(p) = tan(e +n - )
sin(fa+7) = —sina
cos(w £ ) = —cosw

2 _ 2 2z* | 1725 | 6248
[tan(z)]® =2 + 55— + = + 555

cos(p) = sin(p + %)
cos(p) = cos(p +n - 2m)

e Symmetrien

sin(—p) = —sin(p), cos(—p) = cos(p), tan(—p) = — tan(p)

Addtionstheoreme
sin(z £ y) = sin(z) cos(y) £ cos(z) sin(y)
cos(z £ y) = cos(z) cos(y) F sin(z) sin(y)

_ _tan(z)dtan(y) _ sin(zty)
tan(z £ 9) = Tan(z) tan(y) = cos(zEy)
_ cot(z)cot(y)Fl _ cos(zdy)
COt(:l? + y) - C:ot(my)(i)co::(w) - :T:(iiz)

e Phytagoras
cos?z +sin?2z =1

e Sinussatz

b _
s —

y = 2r, r: Umkreisradius

a _ c
sin(a) — sin(y

e Cosinussatz
c? = a? +b% — 2abcos(v)

Doppelwinkel
sin(2z) = 2sin(z) cos(z)
cos(2x) = cos?(z) — sin?(z) = 2cos?(z) — 1 = 1 — 2sin?(x)

tan(2z) = ;s 32:222)

sin(3z) = sin(z) — 4sin3(x) = sin(z)(4 cos?(z) — 1)
cos(3x) = 4 cos®(z) — 3 cos(z)

sin(4zx) = 8sin(x) cos®(z) — 4 sin(z) cos(X)

cos(4x) = 8cos*(z) — 8cos?(x) + 1

o Produkte
sin(z) sin(y) = 2 L(cos(z —y) — cos(z + 1))
sin(z) cos(y) = (sin(x —y) +sin(z + y))
sin(x) cos(z) = % sin(2x)
cos(z) cos(y) = é(cos(z —y) + cos(z +y))

e Potenzen

sin?(z) = %(1 — cos(2z))

sin3(z) = i(S sin(z) — sin(3z)
sint(z) = é(cos(4x) — 4 cos(2z) + 3)
cos?(x) = %(1 + cos(2z))

cos3(z) = i(3 cos(z) — cos(3x)
cost(z) = é(3 + 4 cos(2x) + cos(4x))

e Zusammenhinge
sin(arccos(z)) = V1 — z2
cos(arcsin(z)) = V1 — a2

i t. - T
sin(arctan(z)) el
1

RV 241

cos(arctan(z)) =

° Integrieren

f cos™
f sin™

e Phytagoras
cosh? z —sinh?z =1

t)dt = 0 mit n ungerade

t)dt = 0 mit n ungerade

e Additionstheoreme
sinh(z £ y) = cosh(z) sinh(y) % sinh(z) cosh(y)
cosh(z £ y) = cosh(x) cosh(y) £ sinh(z) sinh(y)

e Zusammenhinge

cosh(iz) = cos(x)
sinh(+iz) = +isin(z)
sinh(2z) = 2sinh(z) cosh(z)
cosh(2z) = cosh?(z) + sinh?(z)
cosh(arsinh(t)) = V1 + ¢2
sinh(arccos(t)) = Vvt2 — 1 fiir t > 0

e Jolzlsls]s 5] [%
Grad 0° | 30° | 45° | 60° 90° 120° 135° 150°
sine) | 0| 5 | 2P|V | P | | b
vi | vz | 1 ! 1 NE]
cos(p) | 1 | 55 | % 5 0 5 || T
1 1
tan(e) | O 7 1 V3 | oo | —V3 -1 -7
Grad 180° | 210° 225° 240° | 270° | 300° 315°
sin(¢) 0 — % ? — ? -1 — § — %
1
cos(p) -1 | - @ - @ -1 0 5 %
tan(p) 0 % 1 3 foo | —V3 -1

e = lim (1 — 7) fir alle z € C
n—oo
Weiter e” = lim (1 + 7) firx € R,n €N
n— oo n

e=expl= lim (1—1—%)”:

n— 00

lim

n
n—oo Vn!

oo
1
:2522.718...
k=0 "

Fir alle z,w € C und n € Z gelten folgende Umformungen:
exp(z + w) = exp(z) - exp(w) exp(nz) = exp(z)"
exp(z) - exp(—z) = exp(0) =1 = exp(z) #0

Fiir alle z € C gelten folgende Umformungen:
ez = e? |ez| — eRe(2)
Es gilt fir alle ¢,z,y € Rund z € C :

| et = cos(t) + isin(t) | und et — % cos(y) + ie® sin(y) |

desweiteren: | e +1 =0 e2™ =1 und

ez+27r1 = e?

log : R>? - R Wenn nicht spezifiziert: log = In
log, © = 128c® _ Iz
t log,. t Int
Fiir z,y € R>% und ¢t € R und z € C gilt:
logl =0 V=1
loget =t elogz — g
log%:flogm L —e

€

r? = e?logm
erTY = eTel
e* Y =e%[eY

et =y < z=logy

logzt =t-logx

logzy = logx + logy
10g§ =logz —logy

a® =y <= xz=1log,y



Definition: Sei g eine Funktion auf X und  — zg ein Grenziiber-
gang.

e Der Ausdruck O(g(zx)), sprich "Gross-O von g(z)", bezeichnet ir-
e(x)

g(x)
z — x9. (p(x) wichst ungefahr gleich wie g(z))

gendeine Funktion ¢, fiir die der Quotient beschrankt ist fir

e Der Ausdruck o(g(zx)), sprich "Klein-o von g(x)", bezeichnet ir-

gendeine Funktion ¢, fiir die der Quotient ‘p((w))

gegen Null geht fiir
z — zo. (¢(x) wichst viel langsamer als g(z))

Eine Funktion f heiss differenzierbar in g € X, falls gilt

Ja €R: f(z) = f(zo) +a- (x —z0) + oz — z0).

Die Zahl a ist dann eindeutig bestimmt und es gilt

a=f'(z0) = lim f(zgz i(ZO) — lim f(zo+h) f(zo) (h
T—xQ 0 h—0

Die Funktion f heisst differenzierbar, falls sie in jedem Punkt von X

=x — xp)

dlf'ferenmerbar ist. Dgnn gilt
y — 1 =Y
f (I) mligclo Az*
Rechenregeln
(f+9=f+d (cf) =cf’ (fo)' =fg+fg
(£) = fte (gof)'(x)=(g(f(z)))'=g’(f<m))~f'(x>
1
Y W ===
™' = gy = U U@ = 5
Beispiel Herleitung Quotientenregel
, Fath)  f(2)
i) —  lim 2@t 9@ _ gy, feth)g(@)—f(2)g(z+h)
(9 h—0 h h~>0 h-g(z)g(x+h)

; 1 f(zth)—f(=) (z+h)—g(=) _ flg=d'f
;}1_% R T ( z ) z 9(z) — g(z ) g(z f(x)) _ ggzg
Beispiel 1
flx) =y =e" f71(y) =« = log(y)

Y =e®
Gesucht: o’ = (f~1 y))/
— /
90/=(f 1)( (log(y))—%Zfz:m:%
Beispiel 2
f(z) =y =sin(z), f~1(y) = z = arcsin(y)
y' = cos
Gesucht: z’ —( - y))/
z' = ( 1) (y) = (arcsm(y)) i’ = cosl(z) ~ cos(arcsin(y))

1 1 _
\/lfsin2(a.rcsin(y)) - \/1—y2, da COS((E) -
Trick: Taylor entwicklung
Mithilfe der Taylorentwicklung kann
bestimmen. Bsp:

£(0) und f'(0) von f(z) =

V1 —sin?(z)

man die Ersten ableitungen

1+5z+ 2522 +o 22)—1
= f@) = 1+w+é+o(z(2)—)l -
(54 2% +0(2))(1+ % +o(x)) ' =5+ 2L + o(z))(1 — & + o(x)) =
5+ 10z + o(z) = f(0) = 5, f'(0) = 10

b1
et —1

ACHTUNG: Immer Definitionsbereich bzw. Randpunkte beachten!

Begriffe
Konvex f"=0
Konkav <0

Lokale Extrema:
lokales Maximum
lokales Minimum

f/=0und f”" <0
f'=0und f” >0

‘Wendepunkte
Sattelpunkte

f”=0
f/=0und f”" =0

Globale Extrema:
Globales Maximum
Globales Minimum

max(lokale Maxima, Randpunkte)
min(lokale Minima, Randpunkte)

Eine Funktion f :
Dann gilt:
3t €la, bf: [’

— Taylorpolynom 1. Ordnung mit Entwicklungspunkt a ausrechnen.

Das Newton-Verfahren ist eine oft sehr effiziente Methode, eine Null-
stelle einer Funktion zu finden.

Beginne mit einem Punkt x¢p € I. Der Punkt x, € I berechnet sich
wie folgt:

[a,b] — R ist stetig und auf ]a, b| differenzierbar.

— L) =f
(1) = 1H=1

f(xn)
(@)

Tn+l = Tn —
y

Pg

| Y % o X
Nullstelle

Seien eine Funktion f :
la,b] in n Teilintervalle
a=20< 21 < < Tp_1<Tp=">0

la,b] = [zo,z1] U [z1,22) U -+ U [Zn—1,Zn]

und in jedem Teilintervall eine Stiitzstelle gegeben:

&k € [Tp—1,21] (1<k<n).

Jede stiickweise stetige Funktion ist integrierbar. Die Umkehrung gilt
im Allgemeinen nicht. Dann heisst f Riemann-integrierbar, falls
folgender Grenzwert mit Axy = xp — xp_1 existiert:

[a,b] = R, eine beliebige Zerlegung Z von

lim
maz{Azk}%O

Z F(€)Azy, = / f(@)d

Fiir die Berechnung einer Reihe:

lim —
n—oo n

o /1 f(2)do
0

n
) 172 _ =
Bspi lim Z(akn + bn?)” Jm 3 s
1
. N b avawevh)
nll{noo k:Z:DO n \/a%+b a Of az+b @

IS fa)de = f:f(m)dx+fbcf(3:)dx fallsa < b < c.
[(f(@) + g(@) de = [" f(x)de+ [°g(z) da.
[P f(@)de = X [0 f(x)da fiir jedes A € R.

12 f@)de < [0 g(x) da
! f(z)da| < [P 1f(2)] da.

Definition: Sei f eine auf einem Intervall I definierte Funktion. Dann
heisst jede auf I definierte differenzierbare Funktion F' mit F’/ = f ei-
ne Stammfunktion von f.

F@z) + C

Uneingenliche Integral (ohne Genzen): [ f(z)dz =
Hauptsatz Fiir jede stetige Funktion f auf [a,b] und jede Stamm-

F(b) — F(a)

falls Vz € [a,b]: f(z) < g(z)

b
funktion F von f gilt: [ f(z)dz =
a

f1(x) f(=@)

0 ceR

1 1+c¢

z" Inn-:ll te

i In|z| + ¢

e’ e +c
a”lna a® +c

a® lslzl +c
sin(z) —cos(x) + ¢




f1(=) f(z)

cos(z) sin(z) + ¢

#@) tan(z) + ¢

#2@) —cot(z) + ¢
1 .

— arcsin(z) + ¢
H%z arctan(z) + ¢
sinh(z) cosh(z) + ¢
cosh(x) sinh(z) + ¢
m tanh(z) + ¢
smhl2(x) —coth(z) + ¢

1 .
el arcsinh(z) + ¢
12 arccosh|z| + ¢
z<—1
ﬁg arctanhlz| + ¢ fur |z|] < 1 ;
arccoth(z) + ¢ fir |z| > 1
cos(z)sin(x) %2(75) +c
cos?(z) w +e
sin?(z) % +e
b 3 b
/u(w) v (z)dz = u(w)’u(w)| — /u'(x)v(z)dw
J \(\-\T,J a J

Typische Anwendungen:

e Exponentialfunktion wird fast immer v’ (z) sein.

e 1 als v/(z) wahlen
[log(z)dx = [ llog(x)dz = xlog(z) — [x+ = xlog(z) —x + ¢

e Integrale, die immer wieder sich selbst ergeben!

Bsp.: [ e72% .sin(z) dz

= So lange partielle Integration anwenden (hier zwei Mal) bis
man wieder das Integral selbst erhilt (plus die ganzen Uberreste
der partiellen Integration). Umformen, dass das Integral nur noch
auf einer Seite steht. Achtung Wenn man einmal festgelegt hat, was
man auf- bzw. ableitet, muss dieses Schema beim néchsten Ableiten
beibehalten werden!

b p(b)
/ (@) - plz)de = / f(tydt
a e(a)

1. p(z) = t, ¢'(x)dz = dt substituieren. ¢(z) muss bijektiv sein

2. Grenzen a, b durch ¢(a), ¢(b) ersetzen.

3. Integrieren.

Integraltyp Substitution dx

J faz + b)dx u=az+b dw:du~%
[f@) - f@)de | u=f@) de = du - 75

SIf @)™ f/ (z)dx u= f(z) dr = du - f’%z)
(n# 1)

[16@) ¢ @ds_| u=g(@) do = du-

f if((;f)) dx u= f(z) dx = du - f’](-w)

S Va2 +1 x = sinh(u)

J f(VAz + B)dz u= Az + B de =% u""ldu
[ R(z;Va? — z2)dz; | * =a- sin(u) dz = a-cos(u) - du

x; Va2 +22)dx; | * =a- sinh(u x = a-cosh(u)-du
R 2 2)d. h d h d
J R(sin(z) u = tan(3) dx = 1+2u2 -du
;cos(z))dx sin(z) = 13—2;
. 1
Eventuell Trig. Py- | cos(z) = ﬁf
thag.
: . _ _d

J R(sinh(z); u=e® . dz = <
cosh(z))dz cosh(z) = “231

. 2_1
auch von e* sinh(z) = *5—=
[ R(sin?(z); u = tan(z) dx = ﬁ - du

. 2
cos?(x))dz; sin?(z) = #
gerade  Potenzen | cos?(z) = H%g
Trig.
J f(log(z))d= u = log(z) dr =e* - du

1 i -
J \/mdx Q}ladratlsche Er
ginzung
JVAz? + Bz + Cdz| Quadratische Er-
génzung

/ 1;\/§dm u=+/z dr = 2\/zdu

R ~Rationale Funktion

Komplexe Nullstelle kommen immer paarweise zusammen (z & Z

Sei f %dz, wir untescheiden die zwei Féllen:

q

1. Grad(p) > Grad(q) — Polynomdivision
Was machen wenn Rest iibrigbleibt? Bsp.: (z® — 22 — 3z + 8) :

(22 +x —2) = x — 2 mit Rest = + 4

—> Ergebnis:  — 2 +

x+4

———— (rest mit PBZ l6sen)
2 +x—2

2. Grad(p) < Grad(q) — Partialbruch Zerlegung (PBZ)

einfacher reeller Nullstelle an x1,rs:
1

(z —z1)(x — x2)

T — 1z

T — To

reeller Nullstelle mit Vielfachheit m an z;:

= A1 + Az 4+t Am _ _P@
(z—z1)m z—21 (2—121)2 (& —xp)m (@)™
Wobei P(x) ein Polynom vom Grad m — 1

einfacher komplexer Nullstelle:

1 _ Bz+C
(22 +z+1) 24zl
e komplexer Nullstelle mit Vielfachheit p:
1 _ Biz+C Box +C " Bpx +C
(x24+z+1)P 224241 (22 +z+1)2 (22 + 1z +1)P

Integrale kénnen auf folgende Formen zuriickgefiihrt werden:

/#Zibdz: glog|x2+ax+b\+\l/i% arCtan(%)+C
/$_T_adx:/u;adu:/l—%duz(x+a)—alog|w+a|+0
Jtrdt = St firn >0

J4 = loglt| +c
ltfttz = %-log(1+t2)+c
lj‘f—tt? = arctant +c¢
4 =L . L+c firn > 1
f% = 2;—_12'7(1+t%)n_1 +c firn > 1
J it = T s [ e firn>1

1 _ 1
/ o) Y

Beispiel

- 6, ,—x _ d° s —az _ d° 1 —az|>®
Jabemtdr = Goglamy [T Mde = sl (Ze012)
(a>0)

_ ds 1) _

= Gt laz (3) =720

e Typ 1: Integralgrenzen in unenglichen

70 f(x)dz mit zleréo flx) =0

— 00



Kriterium 1: Direkte Berechung

oo a o a R

J fwde = [ f@de+ [ f@de = tim (] f@de+ [ (o)),
— o0 —o0 a ® _R a
beide ml'issen existieren. Bsp:

[ee)
lim f xzdx = 0, aber: [ wdx existiert nicht.

b—oo oo

Fiir alle s € R und a > 0 gilt

F da _ aslf_ls fiir s > 1,

a % (o) fiir s < 1.
Kriterium 2: Vergleichskriterium
=) b

[ f@®)dt := lim [ f(t)dt

a b—oo g

1. Konvergenz: a > 1,¢ > 1 2. Divergenz: ¢ > 0:

(Majorantenkriterium)

7)) <

Kriterium 3: Absolute Konvergenz
Hilft nur zu bestimmen ob die Integral Konvergiert. Bsp:

oo .
J &éz)dz Konvergiert da lim |$22| < 1
z r—oo0 T -z

(Minorantenkriterium)

f(t)>;

Typ 2: Unstetigkeit in c

fg t)dt mit hm g(t) = oo und ¢ € [a, b]
Krlterlum 1 Dlrekte berechnung

fbg(t)dt = fb g(t)dt
a cte

Kriterium 2. Verglelchskrlterlum

hrn f gt)dt+ 11m+

H9(0) = oo

b b
J[g(®)dt := lim [ g(t)dt
a a’—a

1. Konvergenz: B < l,c< 1 2. Divergenz: ¢ > 0:

(Majorantenkriterium)

lg(®)] <

(Minorantenkriterium)

(t _ a)/j g(t) = m

Wichtig: Die Exponentialfunktion geht schneller gegen 0 als jedes
Polynom!

1. Alle Schnittpunkte zo, 1, ..., Zn in [a,b] von f(z) und g(z) finden

2. F= flf

ausrechnen

Formel von Wallis

9(z)| dﬂc+f |f(z)—g()| dz+-- +f |f(z)—g(z)| d=

Wl

1°—°[ 262 2 4 4 6 6 _

en2k—1 26k+1 1 3 3 5 5 7 B
n N4

lim —(2 n!)

n=oo ((2n))2 - (2n 4 1)

Formel von Stirling

|
lim —— " —1

n—oo (M\"
I N D)
(e) ™
Definition:
‘ any(n) (:L') + an—ly(n_l)(a:) +- aOy(z) = K(ZE) ‘

e homogen: K(z) =0
e inhomogen: K(z) #0
Beispiel:

Die DGL y"”" + 3y + 4 = 0 ist inhomogen (da die Form y""/ 4+ 3y = —4
ist) und heisst inhomogene lineare DGL mit konstanten Koeffizienten.

Lésungsrezept:
Die allgemeine Losung ist die Superposition der homogenen und der
partikuldren Losung:

| y(@) =yu (@) +yr() |

Homogene Losung yr:

1. Charakteristisches Polynom aufstellen:

ap A" + ap— 1 A"+ dag =0 (Herleitung: y(z) = e*®)
2. Losung des Polynoms = Eigenwerte A1, A2,...,An (Grad
von P = Anzahl A mit multiplizité&t!!!)
3. Losungsfunktion aufstellen anhand der Eigenwerte A;:
o reelle Nullstelle
yr(z) = A
e m-fache reelle Nullstelle (A — a)™
yu(x) = (A1 + Asz 4 - + Appa™ 1) .
e komplex konjugierte Nullstelle A = a + bi
wie oben oder:
yu(z) = A-e* - cos(bz) + B - %" - sin(bx)
e m-fache komplex konjugierte Nullstelle wie oben oder:
yr (2) =(A1 + Agz + - + Apz™ 1) - 9 . cos(bz)+
(B1 + Baz + - - 4+ Bpaz™ 1) - €% - sin(bx)
Beispiel:
AL =2 A2 =A3=5 A5 =3 £ 50
= yu(z) = A-e7 22 +(B+Cxz)-ed® + D-e3% . cos(5z) + E- 3% -sin(5z)

(Die Variablen A, . ..
men.)

, E sind mit den Anfangsbedingungen zu bestim-

Inhomogene Losung yp:

1. Ansatz fir yp(x) in Abhdngigkeit von K(x):

Rechte Seite K (t) Spektralbedingung Ansatz fiir yp
const. const.
o 0 ¢ spec L Ao+ At + ...+ Apt”

0 € spec L, m-fach

(Ao + At + ...+ Artr) -t

m

bg + b1t + ... + bpt” 0¢specL Ag + A1t + ...+ Apt™
Ao & spec L Aerot

eMt NeC 0 sp
Ao € spec L, m-fach Atmerot

+iw ¢ spec L A cos(wt) + B sin(wt)

cos(wt), sin(wt)

+iw € spec L, 1-fach | t(Acos(wt) + Bsin(wt))

t2e~t —1 ¢ spec L (Ag + A1t + Ast?)e™t

Ist X € spec L (d.h. Nullstelle des charackteristische Polynoms in
yn), dann ist der etsprechende Anstaz noch mit t zu multiplizieren.
item Liegt eine Linearkombination der Storfunktionen vor, so hat
man auch als Ansatz eine entsprechede Linearkombination

Sind Teile des entsprechenden Ansatzes oder multiplikative Anteile
davon eine Losung der zugehodrigen homogenen DGL

L[\] = 0, wobei X die Nullstelle des charakteristischen Polynoms
sei, so spricht man von dusserer Resonanz.

In diesem Fall ist der entsprechende Ansatz fiir yp(z) noch mit
dem Faktor ¢ zu multiplizieren.

Liegt zusétzlich noch innere Resonanz vor, d.h. X ist p-fache Null-
stelle des charakteristischen Polynoms, so hat man den Ansatz fiir
yp(x) mit dem Faktor ¢t* zu multiplizieren.

2. Ansatz in DGL einsetzen

3. Koeffizienten mittels Koeffizientenvergleich bestimmen

Lineare DGL mit komplexen Koeffizienten
Definition:
any™ (2) + an—1y" D (z) +

- +aoy(z) = f(z) | an € C

Lésungsrezept:



1. homogene Teilldsung

e charakteristisches Polynom
= A1, A2,...,Ap € C

e Funktionsgleichung (wenn méglich nicht mit sin, cos,...)
yh(z) = A e T 4+ Ao - er2-T 4+ 4+ A, eAnT

2. partikulare Teillosung
—Gleiches Vorgehen wie bei ,lineare DGL mit konstanten, reellen
Koeffizienten
Bsp.: A1 =2 und A2 = —3i
= yp(x) = A1 - €2 + Ay - 73

| anz"y™ () + - + a1y (2) + aoy(x) = f(2) | (z > 0)
oder

(x) + b"T—ly(n—l) 4 b bo (x> 0)
Vorgehen
1. Methode

Ziel: Transformation auf lin. DGL mit konstanten Koeffizienten.
1. Annahme y(z) ist eine Losung der DGL
2. Fiir x > 0 sei z(t) = € bzw. t = log(x) (Substitution)

3. Jede Term substituieren und einsetzen

y(@(t) = y(e) = h()
2y’ (1) = h()
2y () = (t) -
25y (1) = (1) = 3h(0) + 20(0)

h(t)

4. DGL in h(t) 16sen
5. Zuriicktransformieren nach x, d.h. t = log (z) tiberall ersetzen
6. Optional: Testen durch einsetzen

Beispiel

z2y" — 2y = 4027 x>0

h—h—2h=40e™ = hy : A2 = A—2=0= y(t) = Ae® + Be "t + "
= y(x) Ae2log (z) + Be™ log (z) +e710g (z) — Azx2 4 B —‘,-32‘7

xT
2. Methode (nur fiir homogene gleichung)

1. Ansatz y = z¢

y"(z) = a(a—1)z¥2 |

y" (x) = e — 1) (@ — 2)z> 3 |

3. Gleichung vereinfachen auf der Form: % (P(«))

4. Durch z® teilen und P(«) 16sen (a1,2,...)

5. Losung bilden mit y(z) = C1z®1 + Coz®1 + ..

Beispiel

z2y"” —3zy +8y =0 x>0
xza(a—l)ma 2 - 32zaz® 1 4+ 82 =0 = 2%(? —4a+8) =0 =
at1,2 = 242 = y(z) = 222" = 2 unabhingige reelle Lsungen wenn
y(m) %(12:!:21) + \y(xQ:tZz)
= §R(12i2l) — §R( 2Inz Qzlnx) — IQ(COS (2 lnz)),
S(x2%2%) = z2(sin (2In )

Ausgangslage:
..ist eine DGL 1. Ordnung der Form:
d
Y@ = f@)-9()
3
Losungsrezept:

1. Umformung

Y f@) o) = —dy = f()de

9(y)

2. beide Seiten integrieren

/ﬁdy = /f(x)dw +c

G(y) gesucht F(z) gesucht
(G(y) und F'(z) sind die Stammfunktionen von g(y) und f(z).)

il

Umformen nach y(z) =

Ausgangslage:

2 y@) = al@) -y + b(z)

Lésungsrezept:

y(a’;) =F. EA(Z) + P($) . EA(z)

Bedeutung der Variablen:

F: Konstante, mit Anfangs- / Randbedingungen zu bestimmen
A(z): Stammfunktion von a(z)
P(z): ist definiert als P(x /b cemA@ gy

| —
Stammfunktion gesucht
Achtung: Ist Form: ag(z) -y’ + a1(z) -y = b(x)
WERIC)) b(=)
+ y(xr) =
ao@) " ao)

Grenzwert ist wie in R. f : 2 — R™ 2 € R" ist an z( stetig, falls
L= lim f(z)= f(zo)
T—xQ

Funktionen, die in R stetig sind, sind es auch in R"™, ebenso wie Ver-
kettungen und Briiche, wo der Nenner # 0.

Tipps Wenn moglich versuchen, das 2D Probem zu einem 1D-
Problem zu machen

1. Substitution, z.B. x = y?

2. Polarkoordinaten (Determinante nicht bendtigt). Bietet sich an,
wenn man 2 + y2 sieht!!

1. f : 2 — R heisst partiell differenzierbar, falls alle partiellenen
Ableitungen fiir alle Z € (2 exisitieren.

N

f: 2 — R heisst stetig partiell differenzierbar, falls alle partiellen
Ableitungen zuséatzlich auch stetig sind.

w

fist uberall differenzierbarin der Stelle z( falls es eine lineare Funk-
tion T : R™ — R gibt, sodass f(z + h) = f(x) + Tz(h) + O(|A|).
Falls die partiellen Ableitungen stetig sind, ist f iiberall differen-
zierbar und Ti(h) =< Vf(Z),h >

fz und fy exisiteren und sind stetig = f {iberall differenzierbar
= f stetig.

Zeichne die funktion f(z,y) zu hohe c¢: f(z,y) = ¢ umformen damit
y = f(z) = Nebenbedingung, Funktion verliert ein Dimension.

Definition
Fiir jeden normierte Einheitsvektor e € R" ist die Richtungsablei-
tung von f in Richtung e, im Punkt & gleich:

d
Def(§) = LF(E+1t-e)| =< Vi@),e>

1. Ordnung;: 2f(an,y) = fa oder 2f(m:y) = fy
ox Oy
92 92
2. Ordnung: B2 f(z,y) fzz %f(%y) Tyy
2 2
8x8yf(w’y) fxy fya: = (-77 y)

Regel zum 16sen:
— Die anderen Variablen wie Konstanten betrachten.

Bsp.: f(z 7y)*z +y’6af: Z:C’By 1

Die Tangentialebene einer Fliche ist gegeben durch (zo, yo, z) wobei:

= f(z0,%0) + ?(ﬂc—xo) + g(y—yo)
T

Jy



Der Gradient einer Funktion f(z1,z2,...
len partiellen Ableitungen der Funktion®:

%f(acl,xz,...,xn)

%f(zl,xg,...,mn)
Vi(zi,z2,...,2n) =

%f(ml,xg,.,.,wn)

Der Gradient gibt die grosste Steigung im entsprechenden Punkt an.

Spezialfall: 2 Dimensionen:
2 f(=,y)

Vf(z, ) =
Y aiyf(mry)

-yPn)

Wir wollen eine Funktion f(z1,2,...,%n) im Punkt P(p1, p2, ..
als lineare Approzimation beschreiben. Dies funktioniert wie folgt:

flx1,z2,. .. 2n) =
—p1
T2 — P2
f(p1>p27 s apn) + (vf(.’lTl,(L‘Q, “ee ,CEn)) xr1=p1 °
Toa=p>
Tn=pn
Tn — Pn
(Wobei ¢ - “ fur das Skalarprodukt steht.)
Spezialfall: 2 Dimensionen:
Eine Funktion f(z,y) im Punkt P(zo,yo)
T — x0
f(may) %f(a:o,yo)+Vf(x,y) :f(x07y0)+
e=z0 \y — Yo
y
e} o
+ 5. @) (@ —=mo) + ——flz,y) (¥ — o)
X =z ay r=x0
Y=Y0 Y=Y0

(Wobei bei den langen vertikalen Strichen zuerst abgeleitet werden

muss und dann die jeweiligen Werte eingesetzt werden miissen.)

Eine Funktion, die aus einem Parameter einen Punkt im Raum pro-

duziert: f: I —R™: ¢t — (f1(t), f2(t),..
Wenn jede Funktion fq, fa,...

£ @) = (F10), o), ..

- fu(t))

B(t) = g(f(t)
sierung f(t).

@ (t) = (Vg(x) - /() =

W fiy . BEW g

, Tpn) ist der ,Vektor mit al-

, fn stetig ist, dann ist die Kurve stetig,.
, f,,I (t)) ist der Tangentialvektor an der Kurve.

: R — R ist die Verkettung von g und der Paramatri-

Die Partiellen Ableitungen von g werden an f(t) ausgewertet.)

einer Funktion f(z1,z2,...,%n) im Punkt P = (p1,p2,...,Pn):
(Wobei V fiir den Gradienten steht und “ - “ fiir das Skalarprodukt.) 1 —m
Spezialfall: 2 Dimensionen: T2 — P2
d g, (t) af ag ag fl@y, 2, ... 2n) = f(P1,p2, .. Pn) + . V| z1=p
0= VW) |7 ) = 2 (at)- (t)+ 9(t)- 7 (1) : z2=p2
t x
g2( ) Tn=Pn
—Pn
Beispiel: T
f:]R2—>]R (z,y) = 22 + 92 1 —p1 1 —p1
‘R —R2 > (cos(t), sin(t))
1 T2 — P2 9 x2 — p2
—f 0)], = V1(5(0)- 22 = 2c08(t)-(~ (1)) + 26in (1) -cos(t) = 0 +5 V2| )y
z2=p2
g(t) L (=), y(t)) = (cos(t),sin(t)) Tn=pn
— DPn Tn — Pn

Sp(ezialf;zél: JaC(;bi-Mat(riX ) ( ) +o(|(z1 - 2n) — (p1,p2 p )|2)
D(go f)(z,y,2) = Dg(f(z,y,2)) - Df(z,y,2 e P
T “ Y L alle Terme 3. Ordnung, die nicht interessieren

Ableiten unter dem Integral (Lefbniz-Regel) o s Dinenionen

Die Taylorentwicklung 2-ter Ordnung der Funktion f(z,y) im Punkt

b(t)
9 ft f(z, t)dz = F(b(t),t)-b (£)—f(a(t), t)-a’ (t)+ f ( f(z,t) ) dz P = (zo0,y0) ist
Ot 41 a(t) f(@,y) = f(zo,90) + fz(20,y0) - (x — 20) + fy(z0,y0) - (¥ — Yo)

1. Alle Funktionen in Formel einsetzen
2. Wert fiir t einesetzen
feste Grenzen

ff(ac t)dr = f af(z t)

+5 fax(@0,90) - (z = 20)? + 3 Jvu(@o,0) - (y = Y0)?
+foy(@0,%0) - (= 20) - (y = y0) + o(| &, y) — (w0, 0)|*)

Determinante einer 2 x 2 - Matrix

Die Hessematrix einer Funktion f(x1,x2,...,%n) ist definiert als: A= a b det A = ad — be
H=V2f(z1,22,...,2n) c d
9? I 92 ¥ 9? ¥ Determinante einer 3 x 3 - Matrix
Ox10x1 Ox10x2 O0x10xn (Methode: Entwicklung nach einer Zeile oder Spalte)
02 ¥ 9? f 9? f Bsp. 2. Zeile Vorzeichen so wéhlen:
O0x20z1 Ox20x2 0x20Tn a1l ais @13 + - ¥
: : . : B= a2 a2 a2 -+t -
2 2 2
2 f 0 f o ! az1  az2  ass + - +
0T 0T 0xn0x2 O0TnO0xn det B =
; . i ; . a a a a a a
Sz)ezmlfall. .2 Dimensionen: —agy -det 12 13 tags-det 11 13 —ags-det 11 12
Eine Funktion: f(z,y) ase  ass as1 ass as1 ass
Eigenwerte
z z,
H=V?f(z, y) = foa(@,9)  foy(@y) Um die Eigenwerte einer Matrix A zu finden folgende Gleichung nach
fya(z,y)  fyy(z,9) allen moglichen A\ auflésen:
det(A—XI) =0 (wobei I die Einheitsmatrix ist)
Spezialfall: 3 Dimensionen: ACHTUNG Es gilt: det(A — X) =0 <= det(A\] —A) =0
Jra(2,Y,2)  fay(®,9,2)  foz(z,9,2) Lemma Kompaktheit
H=V0@u?) = | fa@us) fulens) Sy | D FKEX Kompakt = (st abseschlossen und beschimke
fox(,9,2)  fay(,9,2)  faz(z,y,2) ii) Wenn X = V endlichdimensionale normierte VR ist, dann gilt auch



die Umkehrung von i.

Existenzsatz

Ist 2 € R"™ Kompakt und f : 2 € R stetig auf 2
= f nimmt ein max/min auf 2.

Kritische (stationire) Punkte

Erstmal Existenzsatz iiberpriifen dann einer Funktion
f(z1,z2,...,zy,) erfiillen folgendes Gleichungssystem:

—f(x1,22,...,20) =0

351 (21,22 n)

Tf(ﬁl,x27-~~7mn) =0
Vf(z1,22,...,2n) =0 < 2

1o}
7.}“(1717372’- ~~7$n) =0
Oxn

—> Auflésen dieses Gleichungssystems liefert die kritischen Punkte.

Klassifizierung (der kritischen Punkte)
Fir kritische Punkte P gilt:

e ausgeartete Punkte: det (H(P)) =0
(bzw. mindestens ein Eigenwert der Hessematrix = 0)

e nicht ausgeartete Punkte: det (H(P)) # 0

— Lokales Minimum: alle Eigenwerte der Hessematrix sind positiv
(A\; > OVi) <= V2 f(x) positiv definit

— Lokales Maximum: alle Eigenwerte der Hessematrix sind negativ
(M < OV4) <= V2 f(x) negativ definit

— Sattelpunkt: die Eigenwerte der Hessematrix haben unterschied-
liche Vorzeichen (nicht positiv oder negativ definit)

Fiir eine symmetrische (— Diagonalisierbar, d.h. [T_; X; = det(A))
reelle 2 x 2-Matrix A gilt:

e positiv definit <= a > 0 und det(A) > 0 (minimum)
e negativ definit <= a < 0 und det(A) > 0 (maximum)
o indefinit <= det(A) < 0 (Sattelpunkt)

o semidefinit <= det(A) = 0 (keine ausssage ausser mit vozeichen
Untersuchung)

Fiir eine symmetrische reelle 3x3 (oder grosser) Matrix B niitzt man
das Hurwitzkriterium:

Haupt minoranten berechen (A1, Az, Az, ...) dann:

e A; >0Vi = positiv definit

e A} <0,A2 >0,A3 <0,... = negativ definit

e sonst — indefinit

Sei L := {(z,y) € R%|F(z,y) = 0}.
Wenn fiir ein Punkt (zo,y0) € L gilt: Fy(xo,y0) # 0 so existiert ei-
ne differenzierbare Funktion z — y = ¢(z) die lokal (mit Zentrum

(z0,y0)) der Graph der Losungsmenge L ist.
Damit eine implizite Funktion in der Umgebung von (zo,yo) explizit
dargestellt werden kann, muss gelten:

e F(x0,90) =0
o Fy(zo,y0) #0

Fz,¢(x)) = 0 Aus L (F(z,¢(x) = Felz,¢6(@) +
Fy(z, ¢($)}?l(w) = 0 folgt:
¢ (x) = —F*:(fr@(w))

" —Fuo Fy? + 2Fp Fy Fpy — Fyy Fp?
¢ (7;): 73
Yy

analog fiir mehrere Dimensionen.

I' : R ~ “Kurven in der (z,y)-Ebene®,

(2, d(x))

e e

Scharelement heisst ein Tripel (zo, Yo, co), wenn F(zo,yo,co) = 0 er-
fillt ist. Ein Scharelement heisst reguldr, wenn:

1. (Fz’ Fy)(zo,yo,co) # (070)
2. (Fe)(zg,yg,c0 # 0

F.(z,y,c) = 0 berechnet die singuldren Scharelemente, die die Ein-
hiillende formen.
Loésungsscharen von Differentialgleichungen

L y/(e) =

2. F(z,y,c) nach ¢ auflésen und einsetzen

_ Fe(z,y,0)
Fy (x,y,c)

_ Fz(z,y,c(z,y))

o
3. DGL: ¢y’ = Fy(z,y,c(z,y))

Orthogonaltrajektorien
Orthogonaltrajektorien sind Kurven, die in jedem Punkt senkrecht
auf eine der Scharkurven steht. Es gilt folglich:

yéﬂ(x,y) = —m

Reguldre Punkte sind Punkte, bei denen der Gradient nicht ver-
schwindet:

Vf(xi,z2,...,zn) #0
Theorie-Definitionen
Seien f,g1,...,gr differentierbare Funktionen R™ D U — R und sei

Bi={zeUlg(x) = = gr(x) = 0}.

e Ein Punkt z € B, in dem die Vektoren Vgi(z),...,Vgr(z) linear
unabhdngig sind heisst regulérer Punkt von B.

e Ein regulérer Punkt = von B bei dem V f(z) eine Linearkombinati-
on von Vgi(z),..., Vgr(z) ist, heisst bedingt kritischer Punkt
von f auf B.
= Vf(z) = MVag(z)+- -+ \Vgr(z)

Maximierungsproblem (Fiir Punkte  mit V f(x) # 0)
1. Zu maximierende Funktion: f(z1,x2,...,2Zn)

2. Nebenbedingungen in ,,gleich-Null“-Form bringen

Fl(a;l,xz,. ..,zn) =0
Fa(x1,22,...,20) =0
Fr(xl,azg,. ..,xn) =0

Bsp: 2’ +y?> =1 = 22 +9y2-1=0)

3. Lagrange-Funktion aufstellen:

D(T1, 22,y Ty A1, A2, -« An) = f(z1,22,...,20)
X1 Fi(z1,22,...,20)
—X2 - Fo(x1,22,...,Tn)
—Ar - Fr(z1,22,...,20)

4. Folgendes Gleichungssystem (r+n Gleichungen, n+r Unbekannte)
16sen:

Fi(z1,22,...,2n) =0
F2(:c1,a:2,...,zn) =0
Fr(z1,22,...,2n) =0
—P(x1,22,. .., Tn, A1, A2, ., Ar) =0
831

—®(x1,22,.--,Tn, A1, A2, ..., Ar) =0
Oxo

o}

7¢($1,z27~~~7a7n,>\17>\27~'~1)\7‘) =0
Oxn

5. Existenzsatz iiberpriifen und die Losungen sind die kritischen
Punkte der Funktion f(z1,z2,...,%n)

Die Jacobi-Matrix einer Abbildung f: alte Koordinaten in fkt der neu-
en

x1 fi(zi,m2,...,zn)
To fo(z1,22,...,Zn)
f:R* > R™: —
Tn fm(xlyx'b-“vzn)
ist definiert als:
ox1 Oxo Oxpn
sz afz 8f2
70 o™ 2, @
J(@) = Df(x) = | P71 _ "
Ofm . . Ofm Ofm
Tr@ I (2)



T @) = |/det((Df(@)" - (Df(@)))]

Bemerkung
Ist m = n, gilt: J [f(z)] = |[det (D f(z))]

Anwendung .

Eine Funktion f(&) ist lokal invertierbar, wenn det (D f(z)) # 0.
Dann ist det(Jf—1)71 = det(Jy).

(f~1: neue koordinaten in fkt der alte)

D(gof)(xayvz) = Dg(f(x,y,z)) ) Df(a:,y,z)

Nich vergessen: wum der Det. zu berechnen kann man
Zeil/Spaltemultiplikation rausziehen, und man kann die Matrix
"Gaussen'".

Definition Eine differentierbare Funktion f heisst reguldr in einem
Punkt ¢ € R™, wenn der Rang der Matrix V f(£) den maximal mogli-
chen Wert (— min{m,n}) annimmt.

Reguldr = det # 0. Sonst singulér.

Allgemeine Definition:

I [ [ f@1,22,...,¢n)den . .. dzadz:
X1 Xo  Xn

Bessere Darstellung (Klarheit schaffen!):

J (f (f f(xl,xg,...,zn)dxn> ...dzg) dxq
X1 \X2 Xn

Auflosen:
,von innen nach aussen®

y-einfach: x ist fix. 2 = {(z,y) eR:a <z <b, f(z) <y < g(z)} =
Integrationsreihenfolge dydx
x-einfach: y ist fix. 2 = {(z,y) ER:a <y <b,h(y) <z <k(y)} =
Integrationsreihenfolge dzdy

el
o

®,
=
T

J <f f(w,y)dy> dz = [ <f f(, y)dw> dy
T \J J\I
e Fall 1 Konstante Integrationsgrenzen: ({iber Quader)

b d d b
/ (f f(x,y)dz/) dz = [ (f f(rvy)dz> dy

(& c

e Fall 2 Variable Integrationsgrenzen: (iber Normalbereich)

b [ h(z) b [ h(y)
f( / f(w,y)dy> de=[| [ flz,y)dz | dy
a \g(z) a \g(y)

Neue Integrationsgrenzen bestimmen:

1. Integrationsgebiet aufzeichnen

2. Neue Integrationsgrenzen ,herauslesen®

3. Neues Integral aufschreiben und lésen
2 [ 2?
Beispiel: [ | [ f(z,y)dy | dz
0 \—=z

1. Integrationsgebiet aufzeichnen:

Y
X
t
.1 /X
2 x
z €10,2] y € [~=,2?]
2. Neue Integrationsgrenzen:
Teilintervall A:
y € [0,4] z € [\/7,2]
Teilintervall B:
y € [-2,0] z € [~y,2]

3. Neues Integral aufschreiben und l6sen

0 2 4 2
= [|/[ f(w,y)dx> dy+ [ (f f(x,y)dw> dy
0 \Vz

—2 \—y

Tipps:
e Transformation muss bijektiv sein

e am besten lineare Transformation

o det(DP) = m
1. Art:
Rotiere p = f(2),a < z < b um die z-achse:
z
bi-

Vol(k) = wff(z)de

2. Art:
Rotiere z = f(p),0 < p < R um z-achse.

z

N

NI

R
[EanstormationsssEE N voum) =2n [ pi(p)dp

Gegeben ist folgende Transformation
& :R" = R", 4 — T = &(d)
Seien B und f die Ausdriicke von B und f in den Koordinaten .

Dann gilt:
/f(f)du(f) = /f(‘ﬁ(ﬁ)) - |det D&(@)|dp ()
B B

Sonderfall zwei Dimensionen: * = P(u,v) = o, )
y y(u,v)

Jgf(%,y)du(%,y) = [ f(@(u,v)) - |det DP(u, v)|du(u,v)

Achtung .

e Jacobi-Matrix von der transformation neue — alte Koordinaten

e Determinante der Jacobi-Matrix!

Strategie

1. Bestimme Substitution @ : @ — Z (alte koordinaten in fkt der neue)

2. Berechnet Jacobian D®

3. Berechne Determinante det(D®)

4

. neuen Integrationsbereich bestimmen

Achtung - nicht verwirren lassen. Je nach Aufgabe (Rotachse, Funk-
tion, ...) kann die Formel sich leicht andern.

Polarkoordinaten
Mit der Transformation

b : " — e cos(¢) mit
® Yy 7 - sin(¢p)

erhalten wir das neue Integral

J [ f@y) dyde=[[f(r.e) 1 dedr

XY R¢ Y

r € [0,qa]
v € [0, 2n]

Bem. 22 — y2 = cos(p)

Zylinderkoordinaten
Mit der Transformation

r - cos(p)
r - sin(¢)

z z z

r x r € [0,q]

Pl =yl = mit @ € [0, 27]

z € [b,(]

erhalten wir das neue Integral

ffff($ay7z) dz dy df:ffff("'ﬁpvz)\";_, dz dep dr
XY Z Ry Z 1



Kugelkoordinaten
Mit der Transformation

r x r - cos(?) - cos(p) r € [0,qa]
P:lp| = |y| =7 cos®)-sin(p) mit ¢ € [0,27]

9 z r - sin(¥9) ve-3,5
erhalten wir das neue Integral

N

fff(m,y,z)
Y

dzdyde = [ [ [ f(r,e,9) % cos(d) dv dp dr
z R¢ 9 —

1

Folgendes Integral ldsst sich nur mit Substitution 16sen:

oo 2 o0 oo
/ e Az | = (/ e dw / eV dy
— OO o0 — OO
oo oo
Fubini / /e_(w2+y2) dz dy
— 00 — 00
oo 27 oo 27
Polar- / / (7 0@ 47 i’ () 1 dp dr = / / e r de dr
koord.
00 00
a 1
2
:27r/e_T2 s dr =2m - (—7) e " |8° =7
2
0
oo
2
= / e ¥ de =7

|
| 8

Masse

Die Gesamtmasse M eines Volumens ist

M = [ p(z,y,z)dV wobei p(z,y, z) die Massendichte ist.
v

Tragheitsmoment
Das Tragheitsmoment J mit Dichte p(7) ist

J = [(FL)?p(F)aV
1%

7| : senkrechter Anteil von # bezliglich der Rotationsachse
2
5}
\}
N
[
y
x

Sonderfall Rotationsachse ist z-Achse:
= (7L)? = (22 +9?) (—gilt auch mit zyklischer Vertauschung!)

Schwerpunkt (Massenmittelpunkt)
Der Schwerpunkt 7g ist definiert als

1
g = i J 7 p(F) dV mit p(7): Dichte an der Stelle 7
\4

Die Arbeit eines Vektorfeldes V'
langs eines Weges v(t) auf dem Intervall [a, b] ist

b
A= /V('y(t)) . dz—it) dt

Das uneigentliche Integral einer stetigen Funktion f iiber X (Gebiet)

/ F@)dV
X

ist absolut konvergent, wenn
/\f(i:’)|dV < oo .

K
Dies gilt VK C X und K muss eine kompakte und beschriankte Menge

sein.

Das Wegintegral einer stetigen Funktion f : R™ — R entlang eines
Weges, welcher durch eine Parametrisierung

~(t) € R™ t € [a,b]

beschrieben werden kann, ist definiert als

x
AV =dvol | y

z

b
[ f@as = [ 160 Il
¥ a

wobe [|7(t)[| = vA1(6)2 +32()% + - + n(8)? .
Spezialfall: Das Langenintegral
Die Lange einer Parametrisierung ist definiert als

l:/ms =/b|*r(t)dt
J i

Spezialfall: Umfang einer Ellipse

2 2
Die Ellipsengleichung ist: | C := {(z,y) € R? x_z + % = 1}
fe
. .. o Ccosp .
mit der Parametrisierung: v(p) = mit ¢ € [0,27] und
B -sing

v (p) = (—asin g, B cos p) folgt:
2

T
/1 dvoly :/\/a2sin2<p+B26052godt
C 0

— Dieses Integral ist NUR numerisch 16sbar!!!

Eine Flache S kann mit zwei Parametern v und v in folgender Form
dargestellt werden

z r1(u,v)
r:A— S F(u,v) =1y = r2(u’v)
z 73(u, v)

Falls man eine gleichung mit 22 und z bzw. y2 und y nutzt man die
quadratische Ergdnzung um ein verschobene Kreis zu paramerisieren.

Falls es sich um ein Schnitt von 2 Oberflache handelt, kann man eine
von beiden parametrisieren und dann auf das schnitt beschrianken

Oberflache auf einer Ebene projizieren, die projektion parametri-
sieren und schlussendlich wieder in Raum bringen mit die letzte
variable in abhéngigkeit von die 2 anderen.

Das Flichenintegral einer Funktion f : R3 — R iiber eine Oberfliche
S mit der Parametrisierung 7(u, v):

J £ aw= [ 50w 17 x 7ol dutuo)
S A

wobel |7y X 7y || der Verzerrungsfaktor der Parametrisierung ist.
und dw(S) = ||Fu X 7| dp(u,v) das skalar Oberflachenelement

Fldcheninhalt der Parametrisierung:

w(S) = //1 dw = /HFu X Ty || dp(u, v)
S A

Spezialfall: Flache einer Ellipse
) 22 g2
F::{(x,y)E]R a—2+—<1}

B2

ar - cos € [0,2m

mit der Parametrisierung: v(¢) = v mit vel ]
Br - sin ¢ r € [0,1]

folgt

1 27w .
a - cos —ar - sin
volg (F) = // )« v de dr
s B - sinp Br - cos @

27

/aﬁr de dr = afn
0

o—__



Ein Vektorfeld ist eine vektorwertige Funktion

Ki(z1,22,...,%p)
B Ko(z1,22,...,2n)
K(z1,22,...,%n) =

Kn(z1,z2,...,2n)

Gradient der Funktion
Vf=(2f of ... 9f
6z1 ’ Oz’ ’ Oz

V f ist ein Vektorfeld!

) mit f Skalarfeld,

Divergenz des Vektors R

S . @ _ (0K, 0Ky . 0Ks

V-K (61:1’822’ 7 Oz,

Die Divergenz eines Vektorfeldes kann als Quellstarke intepretiert
werden.

Rotation des Vektors K

8/3:1} K1
rot(K) =V x K = | 8/ay | x | Ky
0/0z Ks

Rotation eines Vektorfeldes

P(z,y,2)
Die Rotation eines Vektorfeldes K(z,y,z) = Q(z,y,2) | ist:
R(z,y,2)
Ry(% Y, Z) - Qz(x» Y, Z)
rot(K(m, y,z)) = | P:(z,y,2) — Ra(x,y,2)
Qx(x, Y, Z) - Py(xa Y, z)
Identitiaten
o div(f-K)=Vf-K+ f-div(K)

e div(K x L) = L -rot(K) — K - rot(L)
rot(grad(f)) = rot(Vf) =0

o div(grad(f)) = Af

o div(rot( K))

div(f . rot(K)) =Vf- rot(K)

VX (VxEK)=V

(v R) - (ak:, Aka, Aks)

Die Feldlinien eines Vektorfeldes K sind parametrisierte Kurven ~(t),

so dass gilt: .
7 (t) = K(y(t))

Sprich: Kurve « ist in jedem Punkt parallel zum dort angehefteten
Feldvektor.

Fiir eine vektorwertige Funktion R (Z) und Parametrisierung einer

Kurve v : [a,b] = R2, ¢t — x(t) _ Y1 (t)
Y2(t)

y(t)
j Kd

(P(z,9),Qz,y))
/ Rdz = / (Pdz + Qdy)

gilt:

b
7= [ RGO

2D: mit K (Z) =

2
2

Ein Vektorfeld heisst konservativ, falls fiir alle zwei Kurven «; und
72 mit dem gleichen Anfangspunkt und Endpunkt gilt:

Kdz
Y2

Kdi =
%1
Feld konservativ <= geschlossene Integrale sind 0
<= alle Integrale sind wegunabhéngig.
— Gradientenfelder sind immer konservativ. fv Vfidr = f(q)
Wobei v von p nach q geht.

- f(p)

Definition: =
Es gilt folgender Zusammenhang zwischen einem Vektorfeld K und
einem Potential &:

R (%) = grad(®(Z)) = VO(T)

Das Feld wird auch Gradientenfeld oder konservativ genannt. In
solch einem ist das Kurvenintegral von a nach b unabhingig vom
Weg. Das geschlossenen Kurvenintegral ist also 0. Fiir ein beliebiges
Kurvenintegral von yg nach vy gilt: f,y R(®)dE = (v1) — D(v0)
Existenz eines Potentials:

Ein C'-Vektorfeld K (z,y) = (P,Q) (bzw. eine 1-Form Pdzx + Qdy)
auf einem einfach zusammenhingenden Gebiet 2 C R? ist genau
dann ein Potentialfeld V f, wenn gilt:

Q:—Py=0

Fiir ein einfach zusammenhéngendes Gebiet 2 C R3 und ein C'-
Vektorfeld K existiert ein Potential falls:

—

otK =0 (K ist wirbelfrei)

Zweidimensionales Vektorfeld:
Fir die Existenz eines Potentials muss gelten:

= P(z,y)
K(z,y) = ’ Py=Qq
Q(z,y)
Dreidimensionales Vektorfeld:
Es gilt fiir die Existenz
P(a:ayvz) P, =Ry
K(xyyr Z) = Q(x,y,z) Ry = Qz
R(x7yvz) Q:E :Py
Bestimmung des Potentials in R?:
Gegeben ist das Vektorfeld
= P(z,y)
K(z,y) = ’ Py =Qu
Q(z,y)
Vorgehensweise:
Variante 1:

L [ P(z,y)dz = f(z,y) +c1(y)
2. [Q(z,y)dy = f(z,y) + c2()
3. Bestimme c¢; oder ¢ mittels f(z,y) + c1(y) =

f(@,y) + c2(2)

4. Falls Losung existiert ist f(z,y) + c1(y) oder f(z,y) + c2(z) das
Potential.

Variante 2:
1. Satz aus der Vorlesung: K ist konservativ = f(p) :

f Kdr

2. Sei v den Weg von Py = (0,0) nach ein beliebige P = (z,y)

3. y:t—
t-y

t€0,1]

f(p) = OflK('y(t)) - 4(t)dt berechnen.

(Wobei ¢ eine Konstante und bei [ die Stammfunktion gesucht ist.)



Aussage
Gegeben sei ein Vektorfeld

P(z,y)
K(z,y) =
Q(z,y)
auf einem kompletten Bereich D mit geschlossenem Rand 0D (posi-
tive Umlaufrichtung).

oD

Es gilt:

P
55 d = 51§(de +Qdy) = // (Qz — Py)dp(z,y)
oD Q oD D
wobei fiir das Linienintegral mit der Parametrisierung

v:a,b] = R2, t z(t) = 7(®)
y(t)

72(t)
%(pdeery) :/b Fon®,m@®)\  [® N
g (@), 72(1)) Ya(t)

oD a

gilt:

(Auf der rechten Gleichungsseite kennzeichnet ,,-“ das Skalarprodukt!)
Anwendung
1. Flachenberechnung von D:
e 1. Moglichkeit:
_ 0 0 dz
K= :>A(D)://1dxdy:¢ .
T » oo \% dy
e 2. Moglichkeit:
- -y -y dz
K= =>A(D)://1dxdy:¢ .
0 D aD 0 dy
e 3. Moglichkeit:
- — 1
R=1("" =>A(D)://1dxdy:§¢ :
x B 5o \ 7 dy

2. Flachenschwerpunkt S:

e Schwerpunktkoordinate zg:

0
K(:L', y) = xz

2

1 // de d yé 0 dz
—— s = ——— ° xr dr dy = . .
A(D) 5 2A(D) 5D x? dy

e Schwerpunktkoordinate yg:

_y
K(z,y) = 02

- Y 71 //ydxdy ! ¢ _y2 dz
S = . = . .
A(D 2A(D
® ") @ L\ o) \ay

b

o= / v-nds = / o(v(8)) - n () - (D)t

a

Z.B. in 2D mit der Parametrisierung
x(t) 7(t)

(t) = =
? 72(t)

t € [a,b]
y(t)

gilt:

1. Bestimme Parametrisierung &(u, v)

. Berechne partielle Ableitungen 5u und §v
. Berechne Kreuzprodukt §u X fv = d_:S'
. Wenn skalares Flachenelement dS gefragt ist, nimm Absolutbetrag

Tt W N

. einsetzen, Skalarprodukt ausrechnen und Integral berechnen.

Aussage
Gegeben sei das Vektorfeld

Ky = (1Y
Q(z,y)

auf einer kompakten (abgeschlossen & beschrinkt) Ebene D mit ge-
schlossenem Rand 0D.

oD

ni(z,
(Wobei 71 = 1@ y) ein Vektor der Lange 1 ist, der {iiberall recht-
na (wv y)

winklig auf dem Rand 8D steht.)

b
55 P(z,y) _ﬁds:/ Pyi(®),7v2(®) | [n1(n(t),72(1) IH @1 diBs gilt fiir den Fluss:
Qz,y) Qni(t),72(8)) ) \n2(n1(8),72(1))

*’D ’ P(e,y)\ (m@y)
3 1\ZL,
¢ ds = [[ (Pota,) + Qule, ) duta,y)
o = ’75 (t) 1 .. . . 9D Q(w7 y) n2 (:13, y) ‘D
mit 7 = - — wobei sich der Betrag wieder wegkiirzt.
) RO

. . . = . P('Tv y)
1. Parametrisation von Kurve und ableitung berechnen K -fids = [| div du(z,y)
2. Finde die normal zur Kurve 5D D Q(z,y)

3. Flussintegrale berechnen

Fluss eines Vektorfeldes durch eine (parametrisierte) Fliche.

Sei r(u_: v) eine Parametrisierung einer Fliche in R? (u,v) — (z,y, 2)

Tu X Ty

= 0
17 X 7|

Dann ist der gerichtete Normaleneimheitsvektor

und das Vektorielle Fléichenelement| dS =7 -dS = 7y x Todp(u, v) |

Damit wird das Integral des Flusses des Vektorfeld K zu:

//Kd?g = //Kﬁds = //I?(Fu X 7 ) dp(u, v)

Achtung Aufpassen, in welche Richtung das Flachenelement zeigt, je
nach dem welche Fluss positiv gezéhlt werden soll.

Strategie:

Der Laplace Operator fiir die C? Funktion von n Raumvariablen ist:

82%u 8%u .
Au = 922 e 95,2 = div(Vu)
Aussage
Gegeben sei das Vektorfeld
P(z,y,2)
K(z,9,2) = | Qz,9,2)
R(z,y, 2)

auf einer kompakten Fliche D mit Rand D (positive Umlaufrich-
tung).
Dann gilt fiir die Zirkulation



Rr = ([ xor(R) - i Anhang L Teenometrie
A SO ¢ sinCc £ y) = sinx cosy £ siny cosx

e cos(xty)=cosxcosy Fsinxsiny

mit idw = dd

_ [ f(z)dz = F(z)+c ) ]
Es gilt: [V F Pda = 1 (w\/m+ o2 log(\/m—l—x)) L. ® sin 2x = 2sinx cosx
— 2 a2 —
1. Berechnung des Oberflichenintegrals mit der Parametrisierung [ arctan(z)dz = zarctan(z) — %log(ac2 +1)+c ® COS2x = cos (.X') —sin (.X') =1-
Sl — 2
[ sinh?(z)dx = 1(sinh(2z) —22) + ¢ 2 sin (X) = 2cos (X) -1
2(u,v) 1 (1, v) [ tanh?(z)dz = z—tanh(z) 4 ¢ e sin3x=3sinx—4sin3x =
9 k) . . 1 2
r(u,v) = | y(u,v) | = | r2(u,v) mit u € [a,b] und v € [c, d] [ zsin(z)dz = sin(z) —xcos(z) + ¢ SIin x (4 Cos“ X — 1)
2(u,v) 73(u, v) [ a? sin(z)dx = 2wsin(z) — (2% — 2) cos(x) + ¢ e cos3x =4cos3x—3cosx
Ja®sin(z)dz = 3(2® —2)sin(z) — 2(2® — 6) cos(w) + ¢ e sin4x = 8sinxcos3x — 4 sinx cosx
4 g — 2 _ @) g _(ph 1942
[ «* sin(z)dx = 4z(z® — 6)sin(z) — (z* — 122° + 24) cos(z) cos4x =8cos*x —8cos2x + 1
b d [ zcos(z)dx = zsin(x) 4 cos(z) + ¢ . . 1 ( ( ) ( n ))
AN = L SiInxsiny = - (COS(X — — COS(Xx
= //YOt (K) - fidw = //I“Ot (K(r(u,v))) “(ry X 1ry) dv du [ %2 cos(z)dx = (22 —2)sin(z) + 2z cos(x) + ¢ y 2 y y
1
D ac [ 23 cos(z)dz = x(x? — 6)sin(z) + 3(z% — 2) cos(z) + ¢ ® (COSXCOSy = o (COS(.X — y) + COS(.X' + y))
[ z* cos(z)dx = 4x(x? — 6) cos(z) + (z* — 1222 + 24) sin(x) ) 1, . .
mit 7 = (uXT . ) sinx cosy = = (sin(x — y) + sin(x + y))
u X Ty . . —b b
[P X7 [sin(az) sin(bz)dz = smz(((g_b))a:) _ smé((:_tb))r) +C i
2. Berechnung des Linienintegrals [ sin(az) cos(bz)dz = _COSQ(((ZI:)):B) _ cosQ(((sj‘:))z) +C (] SIn X COS X = ESll'l (ZX)
. d _ sin(ax)—az cos(az) C i 1
[ asin(az)dz —2 e 2+ . e sin?x == (1— cos(2x))
20\ (0 Ja?sin(oaydr = Coeleegpiiessmen 4o 5. _1
. 3(a222—2)sin(az)—az(a?z?—6) co x -qJ = - 1 — qJ
Y@) = [ y@) | = | %20) mit ¢ € [a, b] [ 23 sin(az)dz = (o ) sin(a )a4 ( Jeos(az) L~ @ sin~ X P (3 Sin X — SIn 3X)
_ az sin(az)+cos(ax) B 1
z(t) v3(t) J @ cos(am)dx = L, o2 +C e sin*x ==(cos(4x) — 4 cos(2x) + 3)
f:l?z COS(O{IZ)d:E _ (a®z=—2) sxn(a€)+2ax cos(ax) +C 8
o 1
[ 2% cos(aa)dz = oole’?—g)sinfen)tae’’ 2 costar) | @ -cos?x = > (1 + cos(2x))
ax — e (az—1) 1
B b [ weoTdz = e fC e -cos®x ==(3cosx + cos(3x))
Kdr = /K(’y(t)) ~A(¢t) de foGazdx _ e (a ma;2az+2) +C i
4, ==
D a [ emordg — O fir R(a) > 0 o -cos*x ==(3 + 4cos(2x) + cos(4x))

e e* = cosh(x) + isinh(x)
Integralsatz: Satz von Gauss in B / Divergenzsatz e 1= cosh?(x) — sinh?(x)
Aussage L Sil’l2 (.X') + COSZ(X') =1

Gegeben sei das Vektorfeld K (,y, z) auf einem kompakten Volumen ° sinh (+l'x) = +i Sil’l(.X')
D mit Oberfliche dD. Es gilt fiir den Fluss - -

# K(z,y,2) - Aidw = ///div (I_{'(z, Y, z)) du(z,y, z)
oD D

mit ndw = did

e cosh(ix) = cos (x)

Beachte, dass 7 in die Richtung des Flusses zeigen muss, respektive
muss die Orientierung von (7, X 7») angepasst werden.
Fir das Oberflaichenintegral — siehe Satz von Stokes.



7:2:(7) <:>‘7’<1 mit p=1

z\d c c
1— (- k=0
()
1 Xk sz\k—1 z .
o K 2m 7z2:22<2> 4:’(;‘<1 mit p=c¢
o coshx =¥, (k gerade) = ¥7_o—— C<1* - k=1
(2m)! chhtzge Umfmvmung fir geom. Reihe:
x2m+1 1 o)
i = — 1Dk fiir |z —-1] <1
e sinhx =) Ok'(kung) Y 0 i 5—7 5_sri—1 17(Z71) kX:)O(z )k fiir [z — 1] <
( ) > Zk 2'3 24
_ i _ X _ z _ — N . z z it =
e Cosx= Re(e‘x) = Re Z,‘?=0 == e” = exp() kz;; Kl +at 2 T Tog MPE®
Yo R =y _Zoo iZmy2m (o) =52, (3) e firfol <1
k=0 e—— k= 0 ! m=0 | 1
—— =Y (k+ Dz fir |z| <1
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