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Infos
Falls es immer noch nicht klar ist bitte 2 3 Aufgaben markieren fürKorrekturSonstwähle

ich 2Aufgaben zufällig

Nachbesprechung

Machen wir am Ende der Übung

Kahoot Bitte auf kahoot.it auf einem anderen Gereiht in demBrowser eingeben



Theorie
Singularitäten folge

Wie sehen Singularitäten aus

Dasunterschiedzwischen Polstellen undhebbare Singularitäten kannsich aus einemPlotleichtverstehen

lassen ichhabenurdieRealteilvonf geplottet also f ü das

wesentliche Singularität PolstellederOrdnung 1 Hebbar Singularität

fE e fer fcz Siff

ziemlichAhnlich
der

wesentlich PoloOrdnung

sehrungenaue
Begründung

Obwohl es ist sehrschöndie Singularitäten durch ihren Laurentreihe zu untersuchengibt es

manche Shortcuts um schneller derArt von Singularität zu bestimmenWir sehenjetzteinPaar

I Sei zo einPolstelle der Ordnung m von f

Esexistiert ein Gtz holomorph mit Geo 0 sodass man fit als

fer 9 schreiben kann
zo

Das musst ihr in Aufgabe 1 zeigen einerseits aPolstelleOrdnungm 344 Sd fett 7
anderseitsbPolstelleOrdnungn GE Sd fcz an

Bsp1kmletzteWoche FEI kann man als fit 4 mit zu2,4 1 E

holomorphineinerkleine Umgebungvonzo wobei 4421 310

Dh zu2 ist einPolderOrdnung1



I Grenzwerte bestimmen Aus diePlots von oben sollte es klar sein dasseineSingularität to

istein hebbar Singularitätfalls zhjz.fm existiert vergleich mit Übung2 Grenzwerte in E

isteinPol mter Ordnung falls ftp.lz zolmflz existiertundzhjz.cz zo Hz existiertnichtfür nem
Dasmusst ihr in Aufgabe 2 zeigen

Oftbenutztman die Regelvon Bernoulli mehrmals um die Grenzwert zu bestimmen

9z.EE zlEzofgEE

es istsehr salopp geschrieben esgibtnoch Voraussetzungen

damitmandieseRegel anwenden können jedochwillichjetzt

nichtinDetailsgehen

Verallgemeinerte Residuensatz
Bevorwir dieResiduensatz verstehen können brauchen wir ein Paar hilfreiche Werkzeuge

I Windungszahl

Man definiert Weg2 als wie oft man den Punkt zu in positiver Sinn umkreistK

Bsp2iy z.Wlg zrI_ 2vI
Wly.zz 1



It Residuum

Sei z eine Singularität von f so nennt man Es derKoeffizient in derLaurertreihe

von f um zu vor A zu das Residuum von fan der StelleZoMan schreibt
Restf zu 41

Bsp3
Wenn man jetzt diedefinitionder Residuum mit die definition von die Koeffizienten

derLaurentreihe Übung6 on 3 dz vergleicht merkt man
z

Restf zo Es dz fadz Residuensatz
8

Im Fall wenn es mehrere Singularitätengibt in g undwenn man die mehrmalsumkreist
kann man dieserSatz mitnochdie entsprechende Voraussetzungen verallgemeinern Man
bekommt denAusdruck

Sei Uc eine Zusammenhängende Menge je ein Wegsowie z tn in U

Sei fhdomo.ph auf Ultz zz zu Dann gilt

f dz 2TIIIRes f zu Wegzu

Graphisch

µdzuifpeslf.nl ResfizzI Reslfz'B

Es wird dann offensichtlich klar dass Residuen zu berechnen ziemlich wichtig istZu

diesemZweckgibt es dieEntwicklung der Laurentreihe um denPunktzo aberauch

ein Paar Tricks



i Residuum für Polsklle
Sei f Ulfzo holomorph und zo ist ein Polshth m ter Ordnung dann

h.nl te Ableitung
gilt pasIf 9 Hd

m r

ii Residuumfür hebbar Singularität
Res f zo 0 c 0

Iii Residuumfür gerade Funktion

Sei z 0 ein Singularität Falls feineque Funktion ist dh fez fcz dann
enthält ihn Reihenentwicklung nur gerade expov.tn d.h EIgnz undanders gesagt

die Koeffizienten alter ungerade exponenten sind gleich Null Insbesondere c 0 also

Res f o O

Bsp3

Identitätsprinzip
Sei UEG offen f g U holomorph und f get Hz in einen offenenMenge
oderauf einer teilstrecke Danngilt

f gtz tz EU



Beispiele

Beispiel3 Berechne den Residuum von die Singularität von f zzexpltz

Singularität ist zo o d h wir können dieReihe in O entwickeln

N

fett zzexpfzt.EEEI zEFI nEoEE nEE2 2 n
n 2 n
n 2 n

oben n 2 d
Unten n 2 O

EE i Ei Emi
c Res f O

Ralf D 1 Im
2 83Beispiel 4 Berechne gfzEYz.dz entlang der Weg Es J

Re

Natürlich wär eindirektesBerechnung ein Albtraum zu berechnen

ZumGlückkönnen wir denResiduensatzbenutzen µ g Js

f dz 2Ti Res f zu Wegzu

Also welche Singularitätenhat fcz fett also zi 0 und zu 2

welcheSingularitätkreist rum wievielmal und in welche Richtung

entschliesst beide z und z mit Windungszahlen WG z 1
Wgiz 2

Was istderResiduum von die Singularitäten

Wir betrachten beide Singularitäten separat

Z BevorwirdasResiduum überhauptberechnen können messen wiruns fragen
wasfüreine Singularität ist es



Ein Polstelle 2ter Ordnung der fcz
Z LE

05
mitGE 1 holomorph in einerkleine Umgebung von zu 0

2 2
und44 0 0

MitdenResiduensatzfürPolstellenerhalten wir

Res f o 9 O 2 2 1 1IEEE L 4

0 Hier handelt es sich um eine Polstelle 1 hr Ordnung da

f
2

mit yet ZI in einer kleineUmgebungvon Zz
Z 2 zz

undGIZ 2 to

DasResiduum ist somit
k n

Restf D 4 ZEH 4121 2
K n 4

Somit

fqdz2TIIEReslfizkt.WH.tk 2ITiff 1 Iy 2 2ITi

2



Vorbesprechung Tipps
1WGenerelle Reihe darstellung von ein hebbarSingularität bzw Polstelle aufschreibenund

mitdieAnnahmen vergleichen Wiesieht9A holomorph aus

2 2Dinge überprüfen

1 Dasdie Gleichung für
ahebbar Singularitäten

gµb Polshlten

2 Das es für andere stärkere Singularitäten nichtgilt

3 Sollte gehenmit was es in dieTheorie gibt aber um Fehler zu vermeiden richtig

Zeigen wieso man etwas annehmendarf z.B für polstellen m hr ordnung 4ist hohnerph in einer
kleine Umgebungvon zuund0inz

Bernoulli l'Höpital nicht vergessen beiGrenzwerten

4 Reiheentwickeln ist oftziemlich effizient

Aufgabenstellung gut lesen alsoalle Voraussetzungen und Residuensatt verwenden

6 Ein Paar Dinge die helfen könnten

ZF I Eu

Fz E Ez

ft Sfädz
Residuensatt

Linienintegral ff ich f Dj dt


